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Resumo
Nosso objetivo nesse trabalho é proporcionar às superálgebras associativas primiti-
vas uma estrutura análoga àquelas para álgebras encontradas em [6, 7, 8] e classificar
superálgebras primitivas com superinvolução tendo um superideal minimal. Finali-
zamos o trabalho com a classificação das superálgebras associativas de divisão com
superinvolução e superálgebras simples com superinvolução.
Palavras-chave: superálgebra, superideal, superinvolução.
Abstract
Our objective in this work is to provide primitive associative superalgebras a structure
analogous to those for the algebras found in [6, 7, 8] and to classify primitive supe-
ralgebras with superinvolution having a minimal superideal. We conclude the work
with the classification of associative division superalgebras with superinvolution and
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O teorema da densidade de Jacobson é bem conhecido na literatura. Ele afirma
que um anel primitivo é um subanel denso do anel de transformações lineares de um
espaço vetorial sobre um anel de divisão (veja [8]). Usando uma teoria análoga, Racine,
em [10], provou um teorema análogo ao teorema de Jacobson para superanéis. No
mesmo artigo, ele classifica as superálgebras com superinvoluções.
O principal objetivo desta dissertação é apresentar para superálgebras associativas
uma teoria clássica análoga para álgebras associativas encontradas nos livros [7, 6, 8].
A dissertação está organizada da seguinte maneira.
No capítulo 1 apresentamos os conceitos básicos e é assumido o conhecimento por
parte do leitor de álgebra, teorema da densidade de Jacobson e conceitos relacionados.
Iniciamos com a definição de anéis graduados, apresentamos a definição de álgebras
associativas graduadas, módulos graduados, homomorfismo graduados e resultados
relacionados. Por fim, apresentamos a definição de produto tensorial que é importante
para entendimento do segundo capítulo.
No capítulo 2 consideramos as K-álgebras com característica diferente de 2, onde
K é um corpo. Em seguida, definimos umaK-superálgebras que é o tema central desta
dissertação, apresentamos a definição de superinvolução. Finalizamos o capítulo, com
o teorema da densidade para superanéis que é análogo ao teorema de Jacobson para
anéis não graduados e algumas aplicações.
No capítulo 3 concluímos o trabalho com a classificação de todas às superálgebras





Nesta seção, apresentaremos algumas propriedades de anéis graduados. As defini-
ções, teoremas e exemplos apresentados, são análogos aos dos livros [3] e [6].
Sejam (R,+, ·) um anel (associativo) e G um grupo qualquer.
Definição 1.1. O anelR é dito G -graduado seR pode ser escrito como soma direta de
subgrupos aditivosR = ⊕
g∈G
Rg tais que para todos g , h ∈G ,Rg ·Rh ⊆Rg h .
Segue da definição que qualquer r ∈ R pode ser unicamente escrito como uma
soma r = ∑
g∈G
rg com rg ∈Rg . O subgrupoRg é chamado componente homogênea de
R, g ∈ G . Um elemento 0 6= r ∈R é homogêneo se existe g ∈ G tal que r ∈Rg , neste
caso, dizemos que r tem grau g e escrevemos: deg r = g .
Um subgrupo aditivoS ⊂R é graduado (ou homogêneo) seS = ⊕
g∈G
(S ∩Rg ). Ou
seja, S é graduado se, para qualquer s ∈ S , s = ∑
g∈G
sg implica que sg ∈ S , para todo
g ∈G . Similarmente, podemos definir subanéis graduados, ideais graduados.
Note que, se H é um subgrupo de G , então S = ⊕
h∈H
Rh é um subanel graduado
deR.
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No caso em que I é um ideal graduado deR então o anel quocienteR/I = {x+I |x ∈
R} é um anel graduado com componentes homogêneas definidas por:
(R/I )g := (Rg + I )/I = {rg + I |rg ∈Rg }, ∀g ∈G .
É fácil ver que todo anel possui a seguinte graduação que é chamada de graduação
trivial.
Exemplo 1.2 (Graduação Trivial). SejamR um anel e G um grupo qualquer, a gradua-
ção trivial emR é definida por: Re =R eRg = {0} para g 6= e, onde e ∈G é o elemento
neutro do grupo G .
Exemplo 1.3. SejamR um anel e x1, · · · , xk indeterminadas sobreR. Para m = (m1, · · · ,mk ) ∈






m |rm ∈R e m1+·· ·+mk = n
}
.
U (R) é o conjunto dos elementos inversíveis deR.
Proposição 1.4. Sejam e o elemento neutro do grupoG eR um anelG -graduado. Então
Re é um subanel deR.
Demonstração. ComoR é graduado, por definição,ReRe ⊆Re, ou seja,Re é fechado
em respeito de multiplicação, logoRe é um subanel deR. ■
Proposição 1.5. Seja R = ⊕
g∈G
Rg um anel G -graduado unitário. Então as seguintes
afirmações são verdadeiras:
1. 1 ∈Re, onde e é o elemento neutro do grupo G .
2. Rg é umRe-bimódulo, ∀g ∈G .
3. O inverso r−1 de um elemento homogêneo r ∈U (R) é homogêneo.
3
Demonstração.




xg , onde xg ∈Rg , (1.1)
a decomposição de 1R em componentes homogêneas. Observe que em (1.1),
xg 6= 0 para um número finito de g ∈G . Então para todo h ∈G ,







Por comparação de grau, tem-se xh = xh xe. Portanto,









xg = 1R .
Consequentemente, xe = 1R ∈Re.
2. Segue da Proposição 1.4 que Re é um subanel de R. Temos pela definição de
anel graduado que
ReRg ⊂Rg eRgRe ⊂Rg , ∀g ∈G ,
logo,Rg é umRe-bimódulo para todo g ∈G .
3. Suponha que rh ∈U (R)∩Rh com h ∈G . Seja r ∈R tal que rhr = r rh = 1. Como
R é graduado então r = rg1 +·· ·+ rgn com rgi ∈Rgi , i = 1, · · · ,n. Logo,
1= rhr = rh(rg1 +·· ·+ rgn )= rhrg1 +·· ·+ rhrgn ∈Re, gi ∈G , i = 1, · · · ,n.
Comparando os graus dos elementos e pela unicidade do elemento inverso do
grupo G , concluímos que existe um l tal que hgl = e, rhrgl = rgl rh = 1 e rhrgk = 0
para todo k 6= l com 1≤ k ≤ n. Logo gl = h−1 , portanto, r ∈Rh−1 .
■
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Definição 1.6. SejamR eR′ dois anéis G -graduados, um homomorfismo de anéis G -
graduados f :R→R′ é um homomorfismo de anéis tal que
f (Rg )⊆R′g , ∀g ∈G .
Um homomorfismo de anéis graduados f é chamado isomorfismo se f é bijetivo.
E quando existir um isomorfismo entre anéis graduados, escreveremosR ∼=R′.
Lema 1.7. SejamR,R′ dois anéisG -graduados e f um isomorfismo deR emR′. Então
a inversa de f , denotada por f −1, é um isomorfismo de anéis graduados.
Demonstração. Seja f −1 : R′ → R a inversa de f . Então f −1 é um isomorfismo de
anéis. Logo, para provar que f −1 é um isomorfismo de anéis graduados, é suficiente
observar que f (Rg )=R′g para todo g ∈G , e portantoRg = f −1(Rg ′), ∀g ∈G . ■
1.2 Anéis graduados de divisão
Nesta seção, R representará um anel G -graduado associativo com unidade, onde
G é um grupo qualquer. Representaremos por e o elemento neutro do G .
Definição 1.8. Um anel G -graduado R é chamado anel graduado de divisão se todo
elemento homogêneo não nulo doR é inversível.
É claro que se R é um anel graduado de divisão, então Re é um anel de divisão.
Todo anel de divisão com qualquer G -graduação é graduado de divisão, entretanto,
existem anéis graduados de divisão que não são anéis de divisão.
Exemplo 1.9 (Álgebra de Grupos). Para um grupo G , a álgebra de grupo KG , onde K é
um corpo, tem uma graduação natural
KG = ⊕
g∈G
(G )g , onde (KG )g =Kg .
KG é um anel G -graduado de divisão. Considere G = Z2, então KZ2 = Kη0 +Kη1 é
graduado de divisão, onde ηiη j = ηi+ j ,∀i , j ∈Z2. Entretanto, não é um anel de divisão,
pois 0 6= η0+η1 ∈KZ2 não possui inverso.
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Dado um anelG -graduadoR, podemos definir um novo anel chamado anel oposto
deR representado porRop .
Definição 1.10 (Anel oposto Rop ). Seja R um anel G -graduado. O anel oposto de R,
Rop , é o grupo aditivoR com a multiplicação dada por
r ◦
op
r ′ := r ′r
para quaisquer r, r ′ ∈R. Nessas condições, Rop também é um anel G -graduado, com
(Rop )g =Rg .
1.3 Álgebras Graduadas
SejaK um corpo de característica diferente de dois.
Definição 1.11. Uma K-álgebra A é G -graduada se existe uma família de K-espaços
vetoriais {Ag }g∈G tal que
i. A = ⊕
g∈G
Ag ;
ii. AgAh ⊆Ag h para todo g ,h ∈G .
Observamos que toda álgebra graduada é, em particular, um anel graduado.
Da mesma forma que definimos subanel graduado, ideal graduado e anel gradu-
ado de divisão podemos definir subálgebra graduada, ideal graduado de uma álgebra
graduada e álgebra graduada de divisão. As definições são análogas às feitas acima.
Exemplo 1.12. Sejam n inteiro positivo e A =Mn(K) a álgebra de matrizes com entrada
no corpoK. Considere G =Zm . Dado (g1, · · · , gn) ∈Znm , considere o subespaço

















0 · · · 0
j
· · · 0

i , 1≤ i , j ≤ n, e ei j ekl = δ j k ei l , com δ j k =
{
1 se j = k
0 se j 6= k
. (1.2)
Como {ei j |1 ≤ i , j ≤ n} é uma base de A, então A = ⊕
σ∈Zm
Aσ. Agora, observe que para
todo ei j ∈ Aσ1 e eks ∈ Aσ2 , com σ1,σ2 ∈Zm , temos:
1. ei j eks = 0 ∈ Aσ1σ2 , se j 6= k;
2. ei j eks = ei s , se j = k. Neste caso, ei j eks ∈ Aσ1σ2 , pois g−1i g j = σ1, g−1k gs = σ2 e
j = k. Logo, g−1i gs = g−1i (g j g−1k )gs = (g−1i g j )(g−1k gs)=σ1σ2.
Portanto, A é umaK-álgebra Zm-graduada. Em particular, tomando m = 2 e (0,1) ∈Z22


















. Os pares ordenados (0,0), (1,1) ∈
Z22 geram a graduação trivial.
Exemplo 1.13. Sejam M3(K) e G =Z3. Considere (0,1,2), (0,1,1), (1,0,1) ∈Z33.
1) Para (0,1,2), obtemos:
• Elementos de grau 0,
deg e11 = 0+0= 0= deg e22 = deg e33.
• Elementos de grau 1,
deg e12 = 0+1= 1, deg e31 = 1+0= 1, deg e23 = 2+2= 1.
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• Elementos de grau 2,








 |a,e, i ∈K














 |c,d ,h ∈K

. (1.3)
2) Para (0,1,1), obtemos:
• Elementos de grau 0,
deg e11 = 0+0= 0= deg e22 = deg e33, deg e32 = 2+1= 0, deg e23 = 2+1= 0.
• Elementos de grau 1,
deg e12 = 0+1= 1, deg e13 = 0+1= 1.
• Elementos de grau 2,








 |a,e, f ,h, i ∈K


















3) Para (1,0,1), obtemos:
• Elementos de grau 0,
deg e11 = 0= deg e22 = deg e33, deg e13 = 2+1= 0, deg e31 = 2+1= 0.
• Elementos de grau 1,
deg e21 = 0+1= 1, deg e23 = 0+1= 1.
• Elementos de grau 2,








 |a,c,e, g , i ∈K














 |d , g ∈K

. (1.5)
Observe que a ordem dos gi em (g1, g2, g3) ∈Z33 é importante.
Exemplo 1.14. Seja n um número inteiro positivo. Seja T =Mn(A ) aK-álgebra de ma-
trizes n×n com entradas naK-álgebraG -graduadaA . Então T tem umaG -graduação




ag11 · · · a
g








agl1 · · · a
g








agn1 · · · a
g




|agi j∈Ag , 1≤ i , j ≤ n

, g ∈G .
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1.4 Módulos Graduados
SejaR um anel associativo G -graduado, onde G é um grupo qualquer. Denotare-
mos por e o elemento neutro do grupo G .
SejaN umRe-módulo à esquerda. Para cada g ∈G , consideramosMg :=Rg ⊗
Re
N,




n) := (rhrg ) ⊗
Re
n, n ∈N , rg ∈Rg , ∀g ∈G . (1.6)
Observamos que rh(rg ⊗
Re
n) ∈Mhg , pois rhrg ∈Rhg . Estendemos a ação (1.6) em todo








N , então M é um R-módulo
G -graduado, isto é,M éR-módulo tal que
RhMg ⊆Mhg
para quaisquer g ,h ∈ G . Existem R-módulos graduados que não são induzidos por
Re-módulos. Em geral, temos a seguinte definição.
Definição 1.15. Seja M um R-módulo à esquerda. Dizemos que M é um R-módulo
graduado se existe uma família de subgrupos aditivos {Mg }g∈G deM tal que
1. M = ⊕
g∈G
Mg ;
2. RgMh ⊂Mg h , ∀g ,h ∈G .
De modo semelhante, podemos definirR-módulo graduado à direita.
O conjunto X = ∪
g∈G
Mg é o conjunto dos elementos homogêneos de M ; um ele-
mento não nulo u ∈Mg é dito ser homogêneo de grau g .
É claro que seR é um anel graduado, entãoR é umR-módulo à esquerda gradu-
ado.
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Exemplo 1.16. Sejam M um R-módulo graduado e g0 um elemento de G . Para cada
g , h ∈G , definaM ′g :=Mg g0 e sejaM ′ = ⊕
g∈G
M ′g . Logo,
rhm
′
g ∈Mhg g0 =M ′hg , ∀rh ∈Rh , ∀m′g ∈M ′g , ∀h, g ∈G .
EntãoM ′ é umR-módulo graduado.
Dizemos que N é um submódulo graduado de um R-módulo M se N é um R-
submódulo eN = ⊕
g∈G
(Mg ∩N ), ou equivalente, todas as componentes homogêneas
de todo elemento doN pertencem aN , ou seja, se n ∈N tal que n =mg1+·· ·+,mgk ,
então mgi ∈N para todo 1≤ i ≤ k. Em particular, um ideal à esquerda G -graduado é
um submódulo graduado doR.
Dado um submódulo graduadoN de umR-módulo graduadoM , podemos con-
siderar oR-módulo quocienteM /N . OM induz uma graduação emM /N . As com-
ponentes homogêneas deM /N são dadas por:
(M /N )g := {mg +N |mg ∈Mg }.
É evidente que umR-módulo graduadoM (M 6= {0}) tem no mínimo dois submódu-
los graduados, {0} eM , os quais são chamados de triviais.
Dado um subconjunto S de um R-módulo graduado à esquerda M , definimos o
anulador à esquerda de S como sendo
Annl (RS)= {r ∈R|r s = 0, ∀s ∈ S},
de forma semelhante, podemos definir anulador para um módulo à direita.
Lema 1.17. SejaM umR-módulo graduado à esquerda. Então, Annl (RM ) é um ideal
bilateral graduado deR.
Demonstração. Para cada g ∈ G , considere (Annl (RM ))g = {rg ∈Rg |rg m = 0, ∀m ∈
M }. Observamos que (Annl (RM ))g é um subgrupo de Ann
l (RM ) para todo g ∈ G .
Por outro lado, se r ∈ (Annl (RM ))g ∩
∑
g 6=h∈G




Rh = (0). Logo, a soma
∑
g 6=h∈G
(Annl (RM ))h é direta. Seja r ∈ Annl (RM ), en-
tão r = ∑
h∈G
rh , com rg ∈ Rh . Para todo mg ∈Mg e g ∈ G , temos r mg = 0 para todo
m ∈M . Em particular, 0 = r mg =
∑
h∈G
rhmg para todo g ∈ G . Como M é graduado,
temos rhmg = 0 para todo g ∈ G , daí segue que rh ∈ Annl (RM ). Logo, Annl (RM ) ⊆
⊕
g∈G
(Annl (RM ))g . Portanto, Ann
l (RM )= ⊕
g∈G
(Annl (RM ))g . ■
Similarmente, o anulador de umR-módulo à direta graduado é um ideal bilateral
graduado deR.
Definição 1.18. UmR-módulo graduadoM é dito ser fiel se Annl (RM )= (0).
Definição 1.19. UmR-módulo graduadoM diz-se simples (ou irredutível) seRM 6= 0
e 0 eM são seus únicos submódulos graduados.
Definição 1.20. Seja R um anel graduado. Dizemos que R é simples (ou graduado
simples) se não tiver ideais graduados próprios não nulos.
Lema 1.21. Todo o anel (álgebra) graduado de divisão é graduado simples.
Demonstração. Seja D é um anel graduado de divisão. Suponha que exista um ideal
graduado {0} 6= I . Logo, existe 0 6= xg ∈ I , com g ∈G . SendoD anel graduado de divisão,
existe xg−1 ∈Dg−1 tal que 1= xg−1 xg ∈ I , ou seja, I =D. ■
Sabemos que todo anel (álgebra) de divisão é graduado de divisão, com graduação
trivial (ou qualquer outra graduação), logo é um anel (álgebra) graduado simples, pelo
Lema 1.21. Assim, temos as seguintes implicações:
anéis de divisão
(com qualquer graduação )⇒ anéis graduado de divisão
⇓ ⇓
anéis simples
(com qualquer graduação )⇒ anéis graduados simples
As implicações do diagrama acima não são inversíveis. No exemplo 1.9 vimos que
KZ2 é um anel graduado de divisão, mas não é um anel de divisão. Usando Lema 1.21
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concluímos que KZ2 é um anel (K-álgebra) Z2-graduado simples, entretanto, como
anel (K-álgebra) não é simples, poisK(η0+η1)(KZ2 é um ideal próprio não graduado
deKZ2.
Exemplo 1.22. Seja Mn(K) o anel de matrizes com entradas no corpo K. Quando n >
1, Mn(K) é um anel simples, mas não é anel de divisão. Mn(K) com Zm-graduação é
graduado simples, mas não é graduado de divisão, veja [8].
1.5 Homomorfismos Graduados
Nesta seção, consideraremos G um grupo abeliano,M umR-módulo à esquerda,
ondeR é um anel (K-álgebra)G -graduada. E a operação do grupoG será representada
por +. SejaM umR-módulo à esquerda G -graduado, denotaremos por End(RM ) o
anel de todos os R-endomorfismos de M . É bom lembrar que End(RM ) é um anel
com as operações usuais, soma e composição de funções.






R-módulos graduados. Um homomorfismo de módulos graduados (ou homogêneo) de
grau γ ∈ G é um homomorfismo de R-módulos f : M →M ′ tal que f (Mβ) ⊆M ′β+γ
para todo β ∈G .
Lema 1.24. Sejam M e N dois R-módulos graduados e f um homomorfismo homo-
gêneo deR-módulos graduados deM emN . Então
1. K er ( f )= {m ∈M | f (m)= 0} é um submódulo graduado deM .
2. Im( f )= { f (m) ∈N |m ∈M } é submódulo graduado deN .
Demonstração. Seja f um homomorfismo de módulos graduados deM emN de grau
γ. Provaremos que K er ( f )= ⊕
β∈G
K erβ( f ), a prova de que Im( f )= ⊕
β∈G
Imβ( f ) segue de
maneira similar.
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Para cada β ∈ G , defina K erβ( f ) = {mβ ∈Mβ| f (mβ) = 0}. Primeiramente, obser-
vemos que K erβ( f ) é um subgrupo de K er ( f ) para todo β ∈G . Por outro lado, se m ∈
K erβ( f )∩
∑
β 6=α∈G






Mα = {0}, temos
que m = 0. Com isso, a soma ∑
β∈G




mβ ∈Mβ para todo β ∈ G e f (m)= 0. Como f é homomorfismo graduado temos que
0= f (m)= f (∑
β∈G
mβ)= f (mβ1)+·· ·+ f (mβn). Logo, f (−mαi )=
∑
αi 6=α j∈G
f (mα j ), ou seja,
f (mαi ) ∈Nαi+γ∩
∑
αi 6=α j∈G




Nα j+γ = {0}. Logo f (mαi ) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n, com αi ∈ G .
Com isso, temos que K er ( f )⊆ ⊕
β∈G
K erβ( f ). Portanto, K er ( f )= ⊕
β∈G
K erβ( f ). ■
Não é difícil ver que se φ é um homomorfismo graduado de grau γ de anéis G -
graduados, então γ= e.
O conjunto de todos os homomorfismos graduados de grau γ é um subgrupo adi-
tivo HomR(M ,N )γ do grupo HomR(M ,N ). Consideramos
Homg r
R
(M ,N )= ∑
γ∈G
HomR(M ,N )γ
Facilmente, verifica-se que se f ∈HomR(M ,N )γ∩
∑
γ6=α∈G
HomR(M ,N )γ então f = 0
e, portanto Homg r
R
(M ,N )= ⊕
γ∈G
HomR(M ,N )γ é um grupo abeliano graduado.
Um endomorfismo graduado (ou homogêneo) de módulos graduados de grau γ
é um endomorfismo de grupo f : M → M tal que f é um homomorfismo gradu-
ado. O conjunto de todos os endomorfismos graduados de grau γ é um subgrupo
aditivo HomR(M ,M )γ do grupo HomR(M ,M ). Observamos que Hom
g r
R
(M ,M ) =
⊕
γ∈G
HomR(M ,M )γ é um anel graduado como as operações usuais de funções, que
denotaremos por End g r
R
(M ).
Em geral, temos Homg r
R
(M ,N )(HomR(M ,N ). Entretanto, é conhecido que se
o móduloM é finitamente gerado ou se G é um grupo finito então
EndR(M )= End g rR (M ) [[4], Cor ol l ar y A.I .2.11.].
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1.6 Anéis Graduados Primitivos
Apresentaremos alguns resultados da teoria de anéis graduados primitivos.
Definição 1.25. Seja R um anel G -graduado, R 6= 0. Dizemos que R é um anel G -
graduado primo se para quaisquer ideais bilaterais graduados não nulos I , J teremos
I J 6= (0).
Dado um anel graduado R, podemos considerar R como um R-módulo à es-
querda graduado. Denotaremos por Ann(RR) o anulador deR à esquerda.
Lema 1.26. SejaR um anel graduado primo. Então Ann(RR)= (0).
Demonstração. SejaR um anel primo. Pelo Lema 1.17 Ann(RR) é um ideal bilateral
graduado do R. Temos que R é um ideal bilateral graduado de R diferente de zero
e RAnn(RR) = (0). Pela definição de anel graduado primo, segue que Ann(RR) =
(0). ■
Lema 1.27. Seja I um ideal à esquerda graduado (ou à direita) de um anel graduadoR,
então IR (RI ) é um ideal bilateral graduado do anelR.
Demonstração. Não é difícil prova que IR é um ideal bilateral doR. Para provarmos
que IR é graduado, é suficiente observamos queR = ⊕
β∈G
Rβ e I = ⊕
α∈G










Utilizando o Lema 1.27, mostraremos que na definição de anel graduado primo,
podemos considerar ideais unilaterais graduados.
Lema 1.28. Um anel graduado R é primo se, e somente se, para quaisquer ideais à
esquerda (à direita) graduados não nulos I e J deR tem-se I J 6= (0).
Demonstração. Seja R um anel graduado primo. Sejam I e J dois ideais à esquerda
não nulos do R. Pelo Lema 1.27 IR e JR são ideais bilaterais graduados de R. Pelo
Lema 1.17 Ann(RR) é um ideal bilateral graduado do R. Observamos que ∀r ∈R e
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∀a ∈ Ann(RR), r a = 0, logo RAnn(RR) = (0), e portanto (Ann(RR))2 = (0). Como
R é um anel graduado primo, segue do Lema que Ann(RR)= (0), pois caso contrário
teríamos (Ann(RR))
2 6= (0). Como Ann(RR) = (0) então IR e JR são ideais bilaterais
graduados não nulos de R. Como R é um anel graduado primo, IR JR 6= (0). Logo,
IR J 6= (0) e (0) 6= IR J ⊆ I J . Portanto, I J 6= (0).
Para a recíproca, observamos que todo ideal bilateral graduado é em particular um
ideal à esquerda (ou à direita) graduado. ■
Definição 1.29. Um anel G -graduado R é dito semiprimo se I n = (0), para n ≥ 1, im-
plica I = (0), para qualquer ideal bilateral graduado I deR, ou seja,R não possui ideais
bilaterais graduados nilpotentes não nulos.
Análogo a Proposição 1.8, obtemos a seguinte preposição.
Proposição 1.30. Um anel graduadoR é graduado semiprimo se, e somente se,R não
contém ideais à esquerda (ou à direita) graduados nilpotentes.
Demonstração. SejaR um anel graduado semiprimo. Lembramos que Ann(RR) é um
ideal bilateral graduado de R e (Ann(RR))
2 = (0). Como R é graduado semiprimo,
segue que Ann(RR)= (0). Seja I um ideal à esquerda graduado não nulo deR, então
IR é um ideal bilateral graduado não nulo. Logo, I nR ⊃ (IR)n 6= (0), portanto I n 6= (0)
para todo n ≥ 1.
Para a recíproca é suficiente observar que todo ideal bilateral graduado é um ideal
à esquerda graduado. ■
Definição 1.31. Um anel G -graduado R é dito primitivo à esquerda se existe um R-
módulo graduado à esquerda simples e fiel.
Um anel graduado primitivo à direita é definido de forma análoga paraR-módulo
graduado à direita.
A caracterização usual de um anel graduado primoR é dado pelo seguinte lema.
Lema 1.32. Seja R um anel graduado. Então R é graduado primo se, e somente se,
aαRbβ 6= {0} para todo 0 6= aα ∈Rα, bβ ∈Rβ com α, β ∈G .
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Demonstração. SejamR um anel graduado primo, 0 6= aα ∈Rα e 0 6= bβ ∈Rβ, α, β ∈
G . Pelo Lema 1.27 Ann(RR)= (0). Assim,Raα eRbβ são ideais à esquerda graduados
não nulos deR. Pelo Lema 1.28RaαRbβ 6= (0). Portanto, aαRbβ 6= (0).
Reciprocamente, suponha que para quaisquer elementos não nulos aα ∈Rα e bβ ∈
Rβ tenhamos aαRbβ 6= {0}. Se I e J são ideais bilaterais graduados não nulos do R,
então existem elementos homogêneos não nulos aα ∈ Iα ⊆ Rα e bβ ∈ Jβ ⊆ Rβ para
alguns α, β ∈G . Logo, (0) 6= aαRbβ ⊆ IR J ⊆ I J . Portanto, I J 6= {0}. ■
Para anéis graduados semiprimos, obtemos um resultado similar ao anterior, cuja
a demonstração não é difícil.
Lema 1.33. Um anelR é graduado semiprimo se, somente se, aαRaα 6= (0) para qual-
quer elemento homogêneo não nulo 0 6= aα ∈Rα e todo α ∈G .
As relações entre anel graduado primitivo, anel graduado primo e anel graduado
semiprimo são dadas pelos seguintes resultados.
Lema 1.34. SejaR um anel graduado primitivo à esquerda, entãoR é graduado primo.
Demonstração. Sejam I , J ideais bilaterais graduados não nulos de R. Sendo R um
anel graduado primitivo, então existe umR-módulo à esquerda graduado irredutível e
fielM . SendoM fiel, IM 6= (0) e JM 6= (0), observamos que IM e JM são submódulos
graduados do M . Assim, pela irredutibilidade M , segue que IM = JM =M . Logo,
(0) 6= IM = I JM =M . Logo, I J 6= (0), portanto,R é graduado primo. ■
Corolário 1.35. SejaR um anel graduado primo, entãoR é semiprimo. Em particular,
todo anel graduado primitivo é semiprimo.
Demonstração. Seja I um ideal bilateral graduado não nulo de R. Suponha por ab-
surdo que existe n ≥ 1 tal que I n = (0). Observe que (0) = I I n−1 como I 6= (0) e R é
primo, segue que I n−1 = (0). Utilizando o mesmo argumento anterior, concluímos que
I = 0, absurdo. Logo, I n 6= (0) e, portanto,R é um anel graduado primo. ■
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1.7 Teorema da Densidade para Álgebras Graduadas
Comecemos por alguns resultados que são análogos aos resultados clássicos para
anéis (K-álgebras) não graduados. Primeiramente, começaremos com o seguinte lema.
Lema 1.36. SejamR um anel (K-álgebra) graduado,M umR-módulo à esquerda gra-
duado eD = End g r
R
(M ) o anel dosR-endomorfismos graduados deM . EntãoM é um
D-módulo graduado à direita com ação m · f = (m) f .
Demonstração. SejamR um anel graduado,M umR-módulo à esquerda graduado e
D = End g r
R
(M ). Então, ∀m, n ∈M , ∀ f , g ∈D:
1. m · ( f g )= ((m) f )g = (m · f ) · g .
2. (m+n) · f = (m+n) f = (m) f + (n) f =m · f +n · f .
3. m · ( f + g )= (m)( f + g )= (m) f + (m)g =m · f +m · g .
4. m ·1D = (m)i dM =m.
Dados fγ ∈Dγ e mβ ∈Mβ, temos mβ · fγ = (mβ) fγ ∈Mβ+γ. Portanto,Mβ ·Dγ ⊆Mβ+γ.
■
Lema 1.37. SejaR um anel graduado. SejamM umR-módulo à esquerda graduado,
fβ um isomorfismo deR-módulos graduado, com grau β ∈G e f ′ a sua inversa. Então
f ′ é um isomorfismo graduado de grau −β.
Demonstração. Como fβ é um isomorfismo de R-módulos, então f
′ também é um
isomorfismo deR-módulos. Agora, dado mα ∈Mα, pela bijeção fβ, existe m˜ ∈M tal
que mα = (m˜) fβ. SendoM umR-módulo graduado, temos m˜ =
n∑
i=1
m˜γi , com m˜γi ∈M ,
γi ∈G para todo 1≤ i ≤ n. Logo,
mα = (m˜) fβ = (
n∑
i=1
m˜γi ) fβ =
n∑
i=1
(m˜γi ) fβ = (m˜γ1 ) fβ+·· ·+ (m˜γn ) fβ.
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Comparando os graus dos elementos e pela unicidade do elemento inverso do grupo
G , concluímos que existe um l tal que
mα = (m˜γl ) fβ
para algum 1 ≤ l ≤ n. Observamos que (m˜γl ) fβ ∈Mγl+β. Como mα ∈Mα e mα =
(m˜γl ) fβ, temos que
mα = (m˜γl ) fβ ∈Mγl+β∩Mα.
Teremos que verificar dois casos:
i. (m˜γl ) fβ = 0;
ii. (m˜γl ) fβ 6= 0.
No caso i., (m˜γl ) fβ = 0 então (m˜γl ) fβ ∈Mδ, ∀δ ∈G . Segue daí que m˜γl = 0, pois fβ
é um homomorfismo bijetivo.
No caso ii., (m˜γl ) fβ 6= 0 entãoMγl+β =Mα, pois caso contrário teríamos (m˜γl ) fβ ∈
Mγl+β∩Mα = {0}, uma contradição. Logo, Mγl+β =Mα. Como Mγl+β =Mα, segue
que γl +β=α, ou seja, γl =α−β.
Em ambos os casos, concluímos que m˜γl ∈Mα−β, ou seja, m˜γl = m˜α−β.
Logo, (mα) f
′ = ((m˜α−β) fβ) f ′ = (m˜α−β)( fβ f ′) = (m˜α−β)i dM = m˜α−β. Portanto, f ′ é
um isomorfismo graduado de grau −β. ■
Definição 1.38. Sejam R e D dois anéis G -graduados. Dizemos que M é um (R,D)-
bimódulo G -graduado seM é umR-módulo à esquerda G -graduado e um D-módulo
à direita G -graduado tal que
(rαmβ)dτ = rα(mβdγ)
para quaisquer rα ∈Rα, dγ ∈Dτ, mβ ∈Mβ e α, β, γ ∈G .
Observamos que dado um R-módulo à esquerda graduado M , então M é um




Definição 1.39. Sejam D um anel graduado de divisão,R um anel graduado eM um
(R,D)-bimódulo graduado. Dizemos que R age densamente em M sobre D se para
qualquer inteiro positivo n, quaisquer elementos homogêneos v1α, · · · , vnα ∈Mα linear-
mente independentes sobreD0 e quaisquer w
1
β, · · · , w nβ ∈Mβ, existe rβ−α ∈Rβ−α tal que
rβ−αv iα =w iβ.
O seguinte lema já é conhecido na teoria anéis.
Lema 1.40 (Lema de Schur). Seja R anel (K-álgebra) graduado. Suponha que M , N
são dois R-módulos à esquerda graduados irredutíveis e fβ um R-homomorfismo ho-
mogêneo de grau β deM emN , com β ∈G . Se fβ 6= 0 então fβ é inversível.
Demonstração. Seja 0 6= fβ um homomorfismo graduado de grau β deM emN . En-
tão a imagem de fβ, Im fβ, é um submódulo graduado de N não nulo. Pela irreduti-
bilidade deN , Im fβ =N , logo fβ é sobrejetiva. O núcleo de fβ, K er fβ, é um submó-
dulo graduado propriamente contido em M . Pela irredutibilidade de M , segue que
K er fβ = {0}, logo fβ é injetiva. Logo, fβ é uma bijeção e, portanto, fβ é inversível. ■
Utilizando o Lema 1.40, obtemos o seguinte resultado.
Lema 1.41 ([1], Lemma 2.4). Seja R um anel (K-álgebra) graduado. Suponha que V
é um R-módulo à direita graduado irredutível. Então D = End g r
R
(V ) é um anel (K-
álgebra) graduado de divisão.
Demonstração. Segue do Lema 1.40 tomando V =M =N . ■
Teorema 1.42 ([1], Theorem 2.5). SejaR umaK-álgebra graduada. Suponha que V seja
um R-módulo à esquerda graduado irredutível e seja D = End g r
R
(V ). Se v1, · · · , vn ∈ V
são elementos homogêneos linearmente independentes sobre D, então para quaisquer
w1, · · · , wn ∈ V , existe r ∈R tal que r vi =wi para todo i = 1, · · · ,n.
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1.8 Produto Tensorial de Álgebras
Definição 1.43 (Produto Tensorial). Sejam E e F dois espaços vetoriais sobre K, com
bases {ei |i ∈ I } e { f j | j ∈ J }, respectivamente. O produto tensorial de E e F denotado por
E ⊗
K
F é o espaço vetorial com base {ei ⊗ f j }. Os elementos da forma e ⊗ f são chamados
de tensores e satisfazem:
1. (e1+e2)⊗ f = (e1⊗ f )+ (e2⊗ f );
2. e⊗ ( f1+ f2)= (e ⊗ f1)+ (e ⊗ f2);
3. r (e⊗ f )= (r e)⊗ f = e⊗ (r f ),
para quaisquer e1,e2,e ∈ E , f1, f2, f ∈ F e r ∈K.
Definição 1.44 (Produto tensorial de álgebras). SejamA eB duas K-álgebras. Consi-
deremos oK-espaço vetorialA ⊗
K
B com o produtoK-bilinear definida por
(A ⊗B)× (A ⊗B)→A ⊗B
(a⊗b, a′⊗b′) 7→ (a⊗b)(a′⊗b′)= aa′⊗bb′ a, a′ ∈A , b,b′ ∈B.
O espaço vetorialA ⊗
K
B, munido com esta multiplicação é umaK-álgebra chamada de
produto tensorial das álgebrasA eB.
Sejam G eH dois grupos abelianos.
Lema 1.45. Sejam A = ⊕
g∈G
Ag eB = ⊕
h∈H
Bh duas K-álgebras associativas graduadas,
G -graduada e H -graduada, respectivamente. Então A ⊗B
K
é uma K-álgebra associa-
tiva G ×H -graduada com sua componente homogênea de grau (g ,h) ∈ G ×H dada
por:
(A ⊗B)(g ,h) :=Ag ⊗Bh .
Demonstração. Veja [9]. ■
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Exemplo 1.46. SejaA umaK-álgebra. A transformação linear
ϕ : Mn(K)⊗A →Mn(A ) (1.7)
















0 · · · 0 · · · 0

, 1≤ i , j ≤ n é um isomorfismo de álgebras.
Observe que {aei j |1 ≤ i , j ≤ n, a ∈ B} é uma base para Mn(A ) como espaço vetorial,
onde B é uma base deA . A inversa de ϕ é:
ϕ−1 : Mn(A )→Mn(K)⊗A (1.8)
aei j 7→ ei j ⊗a.
Portanto, Mn(K)⊗A ∼=Mn(A ).




Álgebras Com Involuções e
Superinvoluções
Neste capítulo,K representará um corpo de característica diferente de 2.
2.1 Superálgebras
Devemos salientar que a soma direta será representada por + ou ⊕. Por exemplo
uma K-álgebra (anel) Z2-graduada A será representada como A = A0 +A1 ou A =
A0⊕A1.
Definição 2.1 (Variedade). Uma classe não vaziaK de álgebras é chamada de variedade
se as seguintes condições são válidas:
1. SeB ∈K eB′ é uma subálgebra deB entãoB′ ∈K.
2. SeB ∈K eB′ é uma imagem de um homomorfismo deB, entãoB′ ∈K.





Observamos que uma variedade também pode ser definida como classe de álge-
bras que satisfazem algum conjunto de identidades polinomiais. Neste caso, nossa
definição é uma consequência do teorema de Birkhoff, veja [2].
Dizemos que uma variedade é homogênea se ela é definida por identidades multi-
homogêneas.
Exemplo 2.2. Seja K a classe de todas álgebras associativas, ou seja, se A ∈ K então
∀x, y, z ∈A teremos x(y z)= (x y)z. Então K é uma variedade homogênea.
Definição 2.3 (Álgebra de Grassmann). SejaK〈X 〉 a álgebra livre unitária de posto enu-
merável livremente gerada por X = {x1, x2, · · · }. Se I é o ideal bilateral de K〈X 〉 gerado
pelo conjunto de polinômios {xi x j +x j xi |i , j ≥ 1}, consideramos G =K〈X 〉/I . G chama-
se a K-álgebra de Grassmann infinitamente gerada unitária. Se escrevemos ei = xi + I ,
para i = 1,2, · · · , obtemos ei e j = (xi + I )(x j + I ) = xi x j + I = xi x j − (xi x j + x j xi )+ I =
−x j xi + I =−(x j + I )(xi + I )=−e j ei , para todo i , j ≥ 1. Então G tem a seguinte apresen-
tação
G = 〈1,e1,e2, · · · |ei e j =−e j ei , para todo i , j ≥ 1〉.
Os elementos 1 e ei1 ei2 · · ·eir , com i1 < i2 < ·· · < ir , formam uma K-base da álgebra G,
a prova desse fato pode ser encontrado em [2]. Sejam
G0 = spanK
{





ei1 · · ·ei2k+1 |1≤ i1 < ·· · < i2k+1, k ≥ 0
}
,
não é difícil provar que G0G0+G1G1 ⊆G0 e G1G0+G0G1 ⊆G1 e
G =G0⊕G1 (G0∩G1 = (0)).
Logo, G é uma álgebra associativa Z2-graduada.
Definição 2.4 (Envelope de Grassmann). Sejam A = A0+A1 uma K-álgebra associ-
ativa Z2-graduada e G = G0+G1 a K-álgebra de Grassmann infinitamente gerada. A
subálgebra da álgebraA⊗KG
G(A )= (A0⊗KG0)+ (A1⊗KG1)
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é chamada de envelope de Grassmann deA .
Observamos que G(A ) também é uma K-álgebra (anel) associativa Z2-graduada
com componentes homogêneas G(A )α =Aα⊗KGα, α ∈Z2.
Exemplo 2.5. Sejam G a álgebra de Grassmann e Mn(K) a K-álgebra de matrizes com
entradas no corpoK. A transformação linear
ϕ : Mn(K)⊗KG →Mn(G) (2.1)
ei j ⊗ g 7→ g ei j
onde g ei j é a matriz de Mn(G) que tem g na entrada (i j ) e zero nas demais, é um isomor-
fismo de K álgebras. Observamos que {g ei j |1≤ i , j ≤ n, g ∈ B} é uma base para Mn(G)
como espaço vetorial, onde os elementos de B são 1eei1 ei2 · · ·eir , com i1 < i2 < ·· · < ir .
Considere a transformação linear
Φ : Mn(G)→Mn(K)⊗G (2.2)





gi j ei j ))=ϕ(
∑
i , j
ei j ⊗ gi j )=
∑
i , j




ei j ⊗ gi j ))=Φ(
∑
i , j
gi j ei j )=
∑
i , j
ei j ⊗ gi j .
Assim, ϕ−1 = Φ e, portanto, ϕ é bijetiva. Antes de mostrarmos que ϕ é um homomor-
fismo de K-álgebra, observamos que para todos g ei j , tesm elementos da base de Mn(G)
temos:
g ei j tesm = g tei j esm =
{
0, se j 6= s
g tei m , se j = s
. (2.3)
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Comoϕ é linear, é suficiente verificar o homomorfismo para os elementos da base. Sejam
ei j ⊗ g , esm ⊗ t ∈Mn(K)⊗G. Então
ϕ((ei j ⊗ g )(esm ⊗ t ))=ϕ(ei j esm ⊗ g t )=
{
ϕ(0⊗ g t ), se j 6= s
ϕ(ei m ⊗ g t ), se j = s
=⇒
{
0, se j 6= s
g tei m , se j = s.
Se j 6= s, teremos
ϕ((ei j ⊗ g )(esm ⊗ t ))=ϕ(0⊗ g t )= 0= ei j esm g t = (ei j g )(esm t )=ϕ(ei j ⊗ g )ϕ(esm ⊗ t ).
Se j = s, obtém-se
ϕ((ei j⊗g )(esm⊗t ))=ϕ(ei m⊗g t )= g tei m = ei j esm g t = (ei j g )(esm t )=ϕ(ei j⊗g )ϕ(esm⊗t ).
Logo Mn(K)⊗KG ∼= Mn(G). Considerando Mn(K) como uma K-graduada, concluímos
que o envelope de Grassman de Mn(K) é uma subálgebra de Mn(G).
Agora, definiremos V -superálgebras que é o tema central da dissertação.
Definição 2.6 (Superálgebra). Seja V uma variedade homogênea de álgebras. Uma K-
álgebra Z2-graduada A =Ao +A1 é uma V -superálgebra se o envelope de Grassmann
dela está contido em V .
Observamos que em geral, A ∉ V . Por exemplo, uma Superálgebra de Lie não é
uma álgebra de Lie, em geral. A =A0+A1 é uma superálgebra de Lie se, e somente se,
satisfaz
[aα, [bβ,cλ]]= [[aα,bβ],cλ]+ (−1)α·β[bβ, [aα,cλ]](superidentidade de Jacobi);
[xα, yβ]=−(−1)α·β[yβ, xα](superanticomutatividade),
∀aα, xα ∈Aα, ∀bβ, yβ ∈Aβ,∀cγ ∈Aγ ∀α,β,γ ∈Z2.
Observamos que seA é uma superálgebra de Lie, então para todo x1, x2 ∈A1 tere-
mos
[x1, x2]=−1(−1)1·1[x2, x1]= [x2, x1].
26
Proposição 2.7. SejaA umaK-álgebra (anel). Então o envelope de Grassmann G(A ) é
associativo se, e somente se,A é associativa.
Demonstração. Sejam a, b, c ∈A e g , h , f ∈G então a⊗ g , b⊗h, c⊗ f ∈G(A ). Desde
que G(A ) é associativo, temos
(ab)c⊗g h f = ((ab⊗g h))(c⊗ f )= ((a⊗g )(b⊗h))(c⊗ f )= (a⊗g )((b⊗h)(c⊗ f ))= a(bc)⊗g h f .
Logo, ((ab)c − a(bc)⊗ g h f . Tomando g , h, f ∈ G tais que g h f 6= 0, obtemos (ab)c −
a(bc), ou seja, (ab)c = a(bc).
Reciprocamente, suponha queA é associativa. Então G(A )=A0⊗G0+A1⊗G1 é
associativo, pois a álgebra de Grassmann é associativa. ■
Usando Proposição 2.7, podemos concluir que uma superálgebra associativa é,
simplesmente, uma K-álgebra associativa Z2-graduada, em particular, um superanel
associativoR é um anel associativo Z2-graduado.
Nessa dissertação vamos considerar superálgebras e superanéis associativos.
SejaA =A0+A1 uma superálgebra. EntãoA é uma superálgebra supercomutativa
se
aαbβ = (−1)αβbβaα, ∀aα ∈Aα, ∀bβ ∈Aβ, ∀α, β ∈Z2.
Diremos neste caso que os elementos deA super-comutam. Observe que no caso em
queA1 = {0}, teríamos a definição de álgebra comutativa.









ei1 · · ·ei2k+1 |1≤ i1 < ·· · < i2k+1, k ≥ 0
}
,
Logo, Gα é formado pela combinação de palavras elementos de comprimento
• par se α= 0;
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• ímpar se α= 1.
Seja ei1 ei2 · · ·ein−1 ein , com n > 1. Como ei e j =−e j ei segue que
(ei1 ei2 · · ·ein−1 ein )e j = (ei1 ei2 · · ·ein−1 )(ein e j )
= (ei1 ei2 · · ·ein−1 )(−e j ein )
=−(ei1 ei2 · · ·ein−1 e j )ein
=−(−(ei1 ei2 · · ·e j )(ein−1 ein ))
...
= (−1)ne j (ei1 ei2 · · ·ein−1 ein ). (2.4)
Seja e j1 e j2 · · ·e jm−1 e jm , com m > 1. Logo,
(ei1 ei2 · · ·ein−1 ein )(e j1 e j2 · · ·e jm−1 e jm )= ((ei1 ei2 · · ·ein−1 ein )e j1 )(e j2 · · ·e jm−1 e jm )
(2.4)
=
((−1)ne j1 (ei1 ei2 · · ·ein−1 ein )(e j2 · · ·e jm−1 e jm )
...
?= (−1)
nm(e j1 e j2 · · ·e jm−1 e jm )(ei1 ei2 · · ·ein−1 ein ),
obtemos ? aplicando (2.4) m−1-vezes. Observamos que se n é par então
(ei1 ei2 · · ·ein−1 ein )(e j1 e j2 · · ·e jm−1 e jm )= (e j1 e j2 · · ·e jm−1 e jm )(ei1 ei2 · · ·ein−1 ein ).
Portanto, G0 está contido no centro de G.
Sejam w = ∑
#{i }<∞
c(i )ei1 · · ·ei2m ∈G0 e w ′ =
∑
#{i ′}<∞
c(i ′)ei ′1 · · ·ei ′2m′+1 , w
′′ = ∑
#{i ′′}<∞
c(i ′′)ei ′′1 · · ·ei ′′2m′′+1 ∈
G1. Então
i.
w w ′ = ( ∑
#{i }<∞
c(i )ei1 · · ·ei2m )(
∑
#{i ′}<∞
c(i ′)ei ′1 · · ·ei ′2m′+1 )
= ∑
#{i },#{i ′}<∞
c(i )c(i ′)ei1 · · ·ei2m ei ′1 · · ·ei ′2m′+1
= ( ∑
#{i ′}<∞
c(i ′)ei ′1 · · ·ei ′2m′+1 )(
∑
#{i }<∞
c(i )ei1 · · ·ei2m )=w ′w = (−1)0·1w ′w.
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ii. Segue das observações acima que
(ei ′1 · · ·ei ′2m′+1 )(ei ′′1 · · ·ei ′′2m′′+1 ) =−ei ′′1 · · ·ei ′′2m′′+1 ei ′1 · · ·ei ′2m′+1 .
Logo, w ′w ′′ =−w ′′w ′ = (−1)1·1w ′′w ′.
Portanto,
wαwβ = (−1)αβwβwα, ∀wα ∈Gα, ∀wβ ∈Gβ, ∀α, β ∈Z2.
Exemplo 2.9. A álgebra de matrizes Mp,q (D), ondeD é uma álgebra associativa de divi-
são, é uma superálgebra associativa, onde a Z2-graduação é definida como segue. Seja
(α1, · · · ,αp ,αp+1, · · · ,αp+q ) ∈Zp+q2 ,
onde α1 = ·· · =αp e αp 6=αp+s ∀1≤ s ≤ q. Sabemos que Mp,q (D)= ⊕
β∈Z2
Aβ, onde Aβ é o
subespaço gerado por < ei j |α j −αi =β>. Observamos que deg ei j =α j −αi , logo
deg ei j =

0, se 1≤ i , j ≤ p ou p+1≤ i , j ≤ p+q,
1, se

1≤ i ≤ p e p+1≤ j ≤ p+q
ou







a1,1 a1,2 · · · a1,p 0 · · · 0








ap,1 ap,2 · · · ap,p 0 · · · 0








0 0 · · · 0 ︸ ︷︷ ︸
q











0 0 · · · 0
q︷ ︸︸ ︷
a1,p+1 · · · a1,p+q








0 0 · · · 0 ap,p+1 · · · ap,p+q















|ai , j ∈D

.




Mq (D) Mq×p (0)




Mq (0) Mq×p (D)
Mp×q (D) Mp (0)
)
, onde Mp×q (0) é a matriz nula.
Essa graduação é conhecida como graduação elementar de Mp,q (D).
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2.2 Involuções e Superinvoluções
Nesta seção, estudaremo o conceito de superinvolução. Nosso objetivo será definir
superinvolução, entretanto, daremos a definição de involução e alguns exemplos. Caso
o leitor esteja interessado em aprofundar o conhecimento sobre involução, consulte o
livro [14].
Definição 2.10. SejaA uma K-álgebra. Uma função K-linear ∗ :A →A é uma invo-
lução deA , se satisfaz:
1. a∗∗ = a;
2. (ab)∗ = b∗a∗,
para quaisquer a, b ∈A .
Exemplo 2.11. Seja Mk (K) a K-álgebra de matrizes k × k sobre K. Para uma matriz
A = (ai j ) ∈ Mk (K) seja At = (a j i ) a matriz transposta. Então ∗ = t é uma involução de
Mk (K), chamada involução transposta.










onde A,B ,C ,D ∈Mn(K), é uma involução, chamada de involução simplética.
Exemplo 2.13. Dado umaK-álgebraA denoteA op aK-álgebra oposta deA . A álgebra
A ×A op tem uma involução ∗, dada por:
∗ :A ×A op →A ×A op
(a,b) 7−→ (b, a).
Essa involução chama-se involução de troca.
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Definição 2.14 (Superinvolução). Uma superinvolução de uma superálgebraA =A0+
A1 é uma transformação linear de grau zero ∗ :A −→A tal que
a∗∗ = a e (aαbβ)∗ = (−1)αβb∗βa∗α, ∀aα ∈Aα, ∀bβ ∈Aβ, ∀a ∈A , ∀α, β ∈Z2.
No caso em queA é um superanel, uma superinvolução é uma função ∗ :A −→A
aditiva graduada de grau zero que satisfaz
a∗∗ = a e (aαbβ)∗ = (−1)αβb∗βa∗α, ∀a ∈A , ∀aα ∈Aα, bβ ∈Aβ, ∀α, β ∈Z.
Definição 2.15. Seja A uma superálgebra (superanel). Considere a nova superálgebra
(superanel)A sop com mesma estrutura de espaço vetorial (grupo aditivo) Z2-graduado
como emA , mas o produto deA sop é dada por
xα ◦
sop
xβ = (−1)αβxβxα, ∀xα ∈Aα, ∀xβ ∈Aβ, α, β ∈Z2.
Chamamos essa superálgebra (superanel) de superálgebra super-oposta ( super-oposto).
Logo, para todo x = x0+x1, y = y0+ y1 ∈A sop obtemos
x ◦
sop

















= y0x0+ y1x0+ y0x1− y1x1.
SejaB =A ⊕A sop a soma direta das superálgebras (superanéis)A eA sop . Isto é
uma superálgebra (superanel), onde a graduação doB é dada por
B0 =A0⊕A sop0 , B1 =A1⊕A
sop
1 .
Denotamos um elemento arbitrário x do B como um par de elementos de A , isto é,





Lema 2.16. Sejam A sop a superálgebra oposta da superálgebra A e B = A ⊕A sop .
Então
∗ :B→B
(x, y) 7→ (y, x)
é uma superinvolução.
Demonstração. Não é difícil provar que ∗ está bem definida e é uma função linear.
Sejam xα ∈Bα e xβ ∈Bβ. Então existem aα, bα ∈ Aα e aβ, bβ ∈ Aβ, com α, β ∈ Z2
tais que xα = (aα,bα), xβ = (aβ,bβ). Portanto, x∗α = (bα, aα), x∗β = (bβ, aβ). Logo, x∗∗α =
(bα, aα)
∗ = (aα,bα)= xα e
(xαxβ)
∗ = ((aα,bα)(aβ,bβ))∗ (2.5)
= (aαaβ, (−1)αβbβbα)∗
= (−1)αβ(bβbα, (−1)αβaαaβ)
= (−1)αβ(bβ, aβ)(bα, aα)
= (−1)αβx∗βx∗α.
■
O lema acima, continua sendo válido para superanéis.
Note que uma superinvolução ∗ : A → A restrita à A0 é uma involução. Obser-
vamos ainda que dado uma álgebra associativa A , podemos considera-lá como uma
superálgebra com graduação trivial, logo uma superinvolução em A é simplesmente
uma involução, neste caso. Finalizaremos está seção com o seguinte lema, cuja a de-
monstração não é difícil.
Lema 2.17. Seja∗uma involução graduada de uma superálgebra (ou superanel) associ-
ativaA . Então a função ∗˜ dada por (aα⊗gα)∗˜ = (a∗α⊗gα), α ∈Z2, é uma superinvolução
no envolvente de Grassmann.
33
2.3 Supermódulos
A partir de agora, assumiremos que α,γ,δ,β ∈ Z2 e que qualquer equação envol-
vendo os índices é válido para todas as escolhas possíveis. Vale lembra que uma supe-
rálgebra (superanel) é uma álgebra (anel) associativa Z2-graduada.
Alguns destes resultados, podem ser encontrados nos livros [9] e [12]. Nesta seção,
R representará um superanel associativo eD um superanel de divisão associativo.
Definição 2.18 (Supermódulo). Um R-supermódulo à direita M é um R-módulo à
direita Z2-graduado.
De maneira semelhante, podemos definir supermódulos à esquerda. Segue que
todas as observações feitas para módulo graduado, valem para supermódulo (veja as
preliminares). Notemos queR pode ser considerado como umR-supermódulo à di-
reita.
Dizemos que um subconjunto N não-vazio de M é um sub-supermódulo de M
seN é submódulo graduado deM .
Definição 2.19. SejaR um superanel. Dizemos que um subconjunto não vazio I deR
é um superideal à direita, se I é ideal à direita graduado doR.
Analogamente, podemos definir superideal à esquerda. Diremos que I é um su-
perideal quando for um superideal à direita e à esquerda, ou seja, um ideal bilateral
graduado.
Seja M um R-supermódulo à direita. O anulador de um R-supermódulo M ,
AnnR(M )= {r ∈R|mr = 0, ∀m ∈M }, é um ideal graduado bilateral doR, logo um su-
perideal. Observemos que um superideal I é um sub-supermódulo doR-supermódulo
R.
Exemplo 2.20. Considere a álgebra de grupoKZ2, entãoKZ2 é umKZ2-supermódulo.
Dado um R-supermódulo à direita M , seja End(M ) = End(MR), o anel dos R-
endomorfismos de M . Sabemos que End g r (M ) é um anel associativo Z2-graduado,
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logo End g r (M ) é um superanel. Como Z2 é um grupo finito, segue que End(M ) é um
superanel, pois neste caso, End(M )= End g r (M ).
Para as próximas secções, precisaremos da seguinte definição.
Definição 2.21. Um superespaço à direita (ou esquerda) sobre um superanel (superál-
gebra) associativo de divisão D = D0 +D1 é um D-supermódulo à direita (esquerda)
V = V0⊕V1.
Note que se V é um D-superespaço à direita (esquerda), então toda componente
homogênea Vβ é D0-espaço vetorial à direita (esquerda), pois D0 é um anel de divisão
e Vβ é umD0-módulo à direita (esquerda).




isto é, V (γ) é o D-supermódulo V com componentes homogêneas dada por V (γ)α =
Vγ+α. Quando, V é umD-supermódulo finitamente gerado, temos que HomD(V (γ),V (δ))=
EndD(V )(γ−δ), ∀γ, δ ∈Z2, veja o lema [[12], Proposition 2.8].
Exemplo 2.22. Sejam n um número inteiro positivo e (δ1, · · · ,δn) ∈Zn2 . Seja
T =Mn(D)(δ1, · · · ,δn)
o anel de matrizes n×n com entradas no superanel (superálgebra)D,
Mn(D)(δ1, · · · ,δn)=


D D(δ1−δ2) · · · D(δ1−δn)









Com a seguinte graduação. Para qualquer γ ∈Z2 a componente de grau γ é
Tγ =

Dγ Dγ+δ1−δ2 · · · Dγ+δ1−δn





Dγ+δn−δ1 Dγ+δn−δ2 · · · Dγ
 .
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Uma vez queD = ⊕
γ∈Z2
D(δ)γ, temos T = ⊕
γ∈Z2
Tγ. Além disso, se A = (ai j ) ∈ Tγ e B = (bi j ) ∈
Tα, então cada aì j ∈Dγ+δi−δ j e b j k ∈Dα+δ j−δk , assim aì j b j k ∈Dγ+δi+α−δk =D(δi −δk )γ+α.
Logo, AB ∈ Tγ+α, ∀A ∈ Tγ, ∀B ∈ Tα e, portanto, T é um superanel.
Proposição 2.23. Sejam D um superanel (superálgebra) associativo de divisão, V um
superespaço à direita sobreD e E = EndD(V ). Se V é finitamente gerado então para todo
(δ1, · · · ,δn) ∈Zn2 ,
EndD(V (δ1)⊕·· ·⊕V (δn))∼=Mn(E)(δ1, · · · ,δn),
é um isomorfismo de superanéis.
Demonstração. Em primeiro lugar, observemos que V = V (δi ) como espaços vetoriais,

































) · · · HomD(V (δn),V (δn))

e definimos osD-homomorfismos seguintes:










V (δi )→ V (δ j )




pii ◦e j é a aplicação identidade de
n⊕
i=1
V (δi ), porque






(0, · · · ,0, vi ,0, · · · ,0). (2.6)
Além disso, ei ◦pi j =
{
i dV (δi ), se i = j
0, se i 6= j
, porque ∀v ∈ V (δi )
(v)(ei ◦pi j )= (0, · · · ,0, vi ,0, · · · ,0)pi j =
{
v, se i = j




ϕ : EndD(V (δ1)⊕·· ·⊕V (δn))→H ................................
................................................. f 7→ϕ( f )= (ei ◦ f ◦pi j )i , j ,





definimos fi , j = ei ◦ f ◦pi j (que






f1,1 f1,2 · · · f1,n





fn,1 fn,2 · · · fn,n
 .




• ϕ( f +g )= (ei ◦ ( f +g )◦pi j )i , j = ((ei ◦ f +ei ◦g )pi j )i , j = (ei ◦ f ◦pi j +ei ◦g ◦pi j )i , j =
(ei ◦ f ◦pi j )i , j + (ei ◦ g ◦pi j )i , j =ϕ( f )+ϕ(g ).
• ϕ( f )ϕ(g )= (ei ◦ f ◦pi j )i , j (ei ◦g ◦pi j )i , j = (
n∑
k=1
(ei ◦ f ◦pik )◦(ek ◦g ◦pi j ))i , j = ((ei ◦ f ◦
n∑
k=1
(pik ◦ek )◦ (g ◦pi j ))i , j = ((ei ◦ ( f ◦ g )◦pi j ))i , j =ϕ( f g ).
• ϕ(i d⊕n
i=1 V (δi ))= (ei ◦ i d⊕ni=1 V (δi ) ◦pi j )i , j = (ei ◦pi j )i , j = i dMn (E).
Por outro lado, definimos a aplicação




........( fi , j )i , j 7→ψ(( fi , j )i , j )=
n∑
i , j=1
pii ◦ fi , j ◦e j
que está bem definida, porque a composição e soma de homomorfismos é um homo-
morfismo.
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Dado f ∈ EndD(
n⊕
i=1
V (δi )), por (2.6) f temos que
ψ(ϕ( f ))=ψ((ei ◦ f ◦pi j )i , j )=
n∑
i , j=1
pii ◦ (ei ◦ f ◦pi j )◦e j = f
e dada A = ( fi , j )i , j ∈H temos que





















(ek ◦pii )◦ fi , j ◦
n∑
j=1
(e j ◦pil )
)
k,l
= ( fk,l )k,l ..., ∗por (2.7).
Logo, ϕ e ψ são inversos e ϕ é isomorfismo de anéis. Portanto, EndD(
n⊕
i=1
V (δi )) ∼= H ,
observe ϕ é um isomorfismo de anéis que é compatível com a graduação. Como V é
finitamente gerado, segue que na entrada i j , temos
HomD(V (δ j ),V (δi ))∼= (EndD(V ))(δi −δ j )
que é a entrada i j de Mn(E)(δ1, · · · ,δn). Portanto, EndD(
n⊕
i=1
V (δi ))∼=Mn(E)(δ1, · · · ,δn).
■
Sejam dimD0 V0 = p e dimD0 V1 = q . Se p + q <∞ então V = V0⊕V1 tem dimensão
finita sobreD0. A prova desse fato pode ser encontrada em [[12], Proposition 2.8].
Lema 2.24. Todo superespaço sobre um superanel de divisãoD é isomorfo a uma soma
direta de superespaços 1-dimensionaisD(γ).
Demonstração. Veja [[12] Corollary 2.10]. ■
2.3.1 Super-centralizador
Sejam R um superanel e M um R-supermódulo. Definimos E(M ) := { f : M →
M |(m+n) f = (m) f + (n) f , ∀m, n ∈M } o conjunto dos endomorfismos do grupo adi-
tivo doM .
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Não é difícil provar que E(M ) é um anel associativo com as operações +, ◦ defini-
das por
(m)( f + g ) := (m) f + (m)g e (m)( f ◦ g ) := ((m) f )g (soma e composição).
Observamos que o conjunto de todos os R-endomorfismos do M (End(MR)) está
contido em E(M ). QuandoM é umR-supermódulo fiel, temos queR é um subanel
de E(M ). A demonstração do seguinte lema não é difícil.
Lema 2.25. Para cadaγ ∈Z2, seja E(M )γ = { fγ ∈ E(M )|(mα) fγ ∈Mγ+α, ∀mα ∈Mα, ∀α ∈
Z2}. Então E
g r (M ) := ⊕
γ∈Z2
E(M )γ é um superanel.
Dado um anel Z2-graduado associativoA e, sejaA
op o seu anel oposto. Observa-
mos queA op é um superanel e ∀(aα⊗ gα) ∈Aα⊗Gα e∀(aβ⊗ gβ) ∈Aβ⊗Gβ,
(aα ◦op aβ)⊗ gαgβ = aβaα⊗ gαgβ
= (−1)αβ(aβaα⊗ gβgα)
= (−1)αβ(aβ⊗ gβ)(aα⊗ gα)
= (aα⊗ gα) ◦
sop
(aβ⊗ gβ),
ou seja, calcular aα ◦op aβ em A op é equivalente calcular (aα ⊗ gα) ◦sop (aβ ⊗ gβ) em
G(A )sop . Em vista disso, faz-se necessário definir o super-centralizador.
Definição 2.26. Sejam R um superanel e M um R-supermódulo. Definimos o super-
centralizador doR emM como sendo
C =C0+C1, onde Cγ = {cγ ∈ E(M )γ|cγrα = (−1)αγrαcγ, ∀rα ∈Rα, α ∈Z2}.
Assim, os elementos de C super-comutam com os deR agindo emM .
Observamos que o super-centralizador de R em M é um superanel, chamado de
superanel super-comutativo de R em M . Notamos que End(MR)0 está contido em
C0 ⊆C , pois c0rα = rαc0 = (−1)0αrαc0, ∀rα ∈Rα, ∀α ∈Z2, c0 ∈ End(MR)0.
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Lema 2.27. SejamM umR-supermódulo e cβ ∈Cβ. Então (M )cβ = Im(cβ) e K er (cβ) :=
{m ∈M |(m)cβ = 0} são sub-supermódulos deM .
Demonstração. Provemos que Im(cβ) é um sub-supermódulo de M , a prova de que
K er (cβ) é um sub-supermódulo deM segue de forma análoga.
Começamos a observar que (M )cβ 6=∅, pois 0 ∈ (M )cβ. Como cβ é endomorfismo
do grupo aditivo doM então Imcβ e K er cβ são subgrupos doM . Sejam mα ∈ (M )cβ
e rδ ∈Rδ, então existe m˜α−β ∈Mα−β tal que mα−βcβ =mα. Logo,
• mαrδ = (m˜α−β)cβrδ = (m˜α−β(−1)δβrδ)cβ.
Portanto, mαrδ ∈ (M )cβ. E por definição Im(Cβ) é submódulo graduado doM . ■
Lema 2.28. Sejam cβ ∈Cβ uma bijeção e f a sua inversa. Então f ∈C−β .
Demonstração. Seja f a inversa de cβ. Dados m,n ∈M então exitem a,b ∈M tais
que (a)cβ = m e (b)cβ = n, logo (m +n) f = ((a)cβ + (b)cβ) f = ((a + b)cβ) f = a + b =
(m) f + (n) f e, portanto, f ∈ E(M ). Note que dado mα ∈Mα, existe m˜α−β ∈Mα−β
tal que (m˜α−β)cβ = mα. Logo, (mα) f = (m˜α−β)cβ f = m˜α−β e, portanto, f = (cβ)−1 ∈
E(M )−β . Observemos que para todo rδ ∈Rδ temos cβrδ = (−1)δβrδcβ, consequente-
mente, (cβ)
−1rδ = (−1)−δβrδ(cβ)−1, ou seja, (cβ)−1 ∈Cβ−1 =Cβ . ■
2.3.2 Supermódulos Irredutíveis
Definição 2.29. Um R-supermódulo à direita M é irredutível se MR 6= {0} e M não
tem sub-supermódulo próprio, ou seja, não existe um sub-supermódulo de M tal que
{0} 6=N (M .
É importante observar que um R-supermódulo irredutível M não é necessaria-
mente umR-módulo irredutível. A irredutibilidade, refere-se a sub-supermódulos do
M .
O próximo lema será importante para os próximos resultados.
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Lema 2.30. Sejam M um R-supermódulo irredutível e fβ ∈ Cβ. Se fβ 6= 0 então fβ é
inversível.
Demonstração. Seja 0 6= fβ ∈Cβ. Segue do lema 2.27 que Im( fβ) é um sub-supermódulo
de M não nulo. Pela irredutibilidade de M , Im( fβ) =M , logo fβ é sobrejetiva. Pelo
lema 2.27 K er fβ é um submódulo graduado propriamente contido em M . Pela ir-
redutibilidade de M , segue que K er fβ = {0}, logo fβ é injetiva. Portanto, fβ é uma
bijeção. ■
Corolário 2.31. Sejam R um superanel e M um R-supermódulo irredutível. Então o
superanel comutativo C deR emM é um superanel de divisão.
Demonstração. Seja 0 6= cβ ∈ Cβ. Pelo Lema 2.30, cβ é inversível em C , e por 2.28, o
inverso de cβ pertence a C−β . Portanto, C é um superanel de divisão. ■
2.4 Teorema da Densidade para Superanéis
Para todos os efeitos, consideraremos α, β ∈ Z2. Sejam D =D0+D1 um superanel
e M =M0+M1 um D-supermódulo à esquerda. Então Mα e Mβ são D0-módulos à
esquerda. Consideremos HomD0 (Mα,Mβ) o conjunto de D0-homomorfismos deMα
em Mβ. Se a adição for definida de maneira usual, então (HomD0 (Mα,Mβ),+) é um
grupo abeliano. Agora, introduzimos as seguintes notações.
Seja S um subconjunto não vazio de HomD0 (Mα,Mβ), definimos
S⊥ = {x ∈Mα|xS = {0}}. (2.8)
Similarmente, se T é um subconjunto deMα não vazio, então definimos
T⊥ = {l ∈HomD0 (Mα,Mβ)|T l = {0}}.
Lema 2.32. Sejam M =M0 +M1 um D = D0 +D1-supermódulos à esquerda e S ⊆
HomD0 (Mα,Mβ) um subconjunto. Então S
⊥ é umD0-submódulo deMα.
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Demonstração. Seja S ⊆HomD0 (Mα,Mβ). Observemos primeiro que S⊥ 6= ;, pois 0 ∈
Mα e ∀ f ∈ S ⊆ HomD0 (Mα,Mβ) temos 0 f = 0. Logo, 0S = {0}, ou seja, 0 ∈ S⊥. Sejam
x, y ∈ S⊥, r ∈D0, então xS = {0} e yS = {0}. Logo, para todo f ∈ S
i. (x− y) f = x f − y f = 0−0= 0;
ii. (r x) f = r (x f )= r 0= 0,
portanto, segue de i ., i i . que x− y, r x ∈ S⊥. ■
O seguinte resultado será importante para demonstrar o teorema da densidade.
Lema 2.33. Sejam D = D0 +D1 um superanel e M =M0 +M1 um D-supermódulo.
Seja U = EndD0 (Mβ) o anel de D0-endomorfismos de Mβ e B um subgrupo aditivo de
HomD0 (Mα,Mβ) tal que BU ⊆B eα,β= 0,1. Suponha que qualquer homomorfismo de
qualquer U -submódulo de Mβ no U -módulo Mβ pode ser realizado por um elemento




D0ui = (∩n1 u⊥i ∩B)⊥. (2.9)
Demonstração. Primeiro, provemos para n = 1. Escreva u no lugar de u1. É claro que
(B⊥+D0u)(u⊥∩B)= {0}. Portanto, (B⊥+D0u)⊆ (u⊥∩B)⊥. Provemos que (u⊥∩B)⊥ ⊆
(B⊥+D0u). Se v ∈ (u⊥∩B)⊥ e b ∈ u⊥∩B , então vb = 0. Consequentemente, ub → vb,
b ∈ B é um mapeamento de único valor de uB ⊆Mβ em Mβ. Como, BU ⊆ U , uB
é um U -submódulo de Mβ. Além disso, o mapeamento é um homomorfismo de uB
no U -módulo Mβ. Daí existe um r0 ∈D0 tal que r0(ub) = vb para todo b ∈ B . Assim,
(v − r0u)b = 0, ou seja, v − r0u ∈ B⊥. Portanto, v ∈ B⊥+D0u. Isto prova o caso para




D0u j = (∩n−1j=1 u⊥j ∩B)⊥. (2.10)
Consideremos B ′ =∩n−1j=1 u⊥j ∩B . Então B ′ é um subgrupo de B e B ′U ⊆B ′. Consequen-
temente, pelo caso n = 1,
B ′⊥+D0un = (u⊥n ∩B ′)⊥. (2.11)
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Como u⊥n ∩B ′ =∩ni=1u⊥i ∩B e por 2.10,
(∩ni=1u⊥i ∩B)⊥ = B ′⊥+D0un









Definição 2.34. SejaM umR-supermódulo, ondeR é um superanel. Definimos o anel
comutativo deR0 emMα como
D = {d ∈ E(Mα)|dr0 = r0d , ∀r0 ∈R0}= EndR0 (Mα), onde
E(Mα) := {d :Mα→Mα|(m+n)d = (m)d + (n)d ,∀m,n ∈Mα}.
Teorema 2.35. SejamD um superanel de divisão eM =M0+M1 umD-supermódulo à
esquerda. Sejam U o anel deD0-transformações lineares deMβ sobre si e B um subgrupo
aditivo de HomD0 (Mα,Mβ) tal que BU ⊆B. Suponha que
i Mβ é um U -módulo irredutível;
ii O centralizador deMβ é D0.
Sejam {x1, · · · , xn} um conjunto finito de vetores emMα que é linearmente independente
módulo D0-subespaço B
⊥ no sentido que as classes x1 = x1+B⊥, · · · , xn = xn +B⊥ são
linearmente independentes no espaço quocienteMα =Mα−B⊥. Sejam y1, · · · , yn arbi-
trários emMβ. Então existem um b ∈B tal que
xi b = yi , i = 1, · · · ,n.
Demonstração. SejamD um superanel de divisão eM =M0+M1 umD-supermódulo
à esquerda. Então Mα e Mβ são D0 espaços vetoriais. Logo, teremos exatamente as
mesmas hipóteses do Teorema 1 [[8], p. 28]. ■
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Os seguintes lemas serão importantes para demonstrar o teorema da densidade
para superanéis.
Lema 2.36. SejamR =R0+R1 um superanel eM =M0+M1 umR-supermódulo à
direita irredutível.
1. Se Mα 6= {0} então Mα é um R0-módulo irredutível e para todo mα ∈Mα não
nulo, mαRβ =Mα+β.
2. SeM0 6= {0} eM1 6= {0} então o anel comutativo deR0 emMα pode ser identificado
com C0, a parte par do superanel comutativo C deR emM .
Demonstração.
1. Observando mais uma vez que R0 é um anel. Se Nα é um R0-submódulo de
Mα não nulo, então Nα+NαR1 é um sub-supermódulo não nulo de M , onde
NαR1 = {b ∈Mα+1|b =
∑
f i ni to
biαri , biα ∈Nα, ri ∈R1}. Portanto, Nα+NαR1 =
M . Logo por comparação dos graus,Nα =Mα eMα éR0-módulo irredutível.
Agora, se mαR0 = {0} para algum 0 6=mα ∈Mα, sejaNα = {nα ∈Mα|nαR0 = {0}}.
Logo, Nα é um R0-submódulo de Mα não nulo, pois 0 6= mα ∈ Nα, concluí-
mos que Nα =Mα (Mα é um R0-módulo irredutível). Portanto, MαR0 = {0}.
Se MαR1 = {0} então MαR = {0} e Mα é um sub-supermódulo próprio de M .
Portanto,MαR1 6= {0}. Entretanto,MαR é um sub-supermódulo próprio deM .
Logo, se mα 6= 0 então mαR0 6= {0} e mαR0 =Mα. Também, mαR1 ⊇mαR0R1
é umR0-submódulo deMα+1. SeMαR1 = {0}, enquantoMα+1 6= {0} entãoMα
é um sub-supermódulo próprio de M , uma contradição. Consequentemente,
mαR1 =MαR1 =Mα+1.
2. ConsideramosMα comoR0-módulo. Seja D o anel comutativo deR0 emMα.
Então para todo d ∈D, r0 ∈R0, e mα ∈Mα, temos
(mαr0)d = (mαd)r0.
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Dado d ∈D, vamos estender essa ação paraM. Fixado mα ∈Mα não nulo, temos
mαR1 =Mα+1, defina uma ação deD emMα+1 por
(mαr1)d := (mαd)r1 para todo d ∈D, r1 ∈R1. (2.12)
Note que (mαr1)d ∈Mα+1. Vamos mostrar que a ação está bem definida, isto
é, se mαr1 = 0 então nα+1 = (mαd)r1 = 0, onde nα+1 ∈Mα+1 com α+ 1 ∈ Z2 .
Se nα+1 6= 0 então nα+1R1 =Mα (parte 1 do Lema 2.36), logo mα = nα+1s1 para
algum s1 ∈R1. Portanto,
mα = nα+1s1 = ((mα)dr1)s1 = (mα)d(r1s1)= ((mα)(r1s1))d = ((mαr1)s1)d = (0)d = 0,
uma contradição (mα é fixo e diferente de zero). Do jeito análogo podemos pro-
var que d comuta com todos os elementos s1 ∈R1 em Mα+1. Por (2.12), d co-
muta com todos os elementos deR1 emMα. Para todo nα+1 ∈Mα+1 temos que
existe r1 ∈R1 tal que nα+1 =mαr1. Logo, para todos r0 ∈R0, r1 ∈R1, e d ∈D
(nα+1)dr0 = (mαr1)dr0 = (mα)d(r1r0)= (mαr1r0)d = (mαr1)(r0d)= (nα+1r0)d ,
logo, d comuta comR0 emMα+1. Portanto, todo elemento deD pode ser esten-
dido à um único elemento de C0. Assim, podemos identificarD com C0.
■
Note que para superanéis, K-superálgebras e supermódulos é suficiente definir a
operação de multiplicação apenas nos elementos homogêneos.
Definição 2.37. SejamR eR′ superanéis. Dizemos queM é um (R,R′)-super-bimódulo
seM é umR′-supermódulo à direita eR-supermódulo à esquerda tal que
(rαmβ)r
′
γ = rα(mβr ′γ),
para quaisquer rα ∈R, mβ ∈M , r ′γ ∈R′ eα, β, γ ∈Z2.
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Lema 2.38. SejamR um superanel associativo,M umR-supermódulo à direita eD =
C sop o superanel super-oposto do superanel comutativo de R em M . Então M é um
D-supermódulo à esquerda com ação definida por
c ·m := c0 ·m0+ c0 ·m1+ c1 ·m0+ c1 ·m1, ∀m =m0+m1 ∈M e c = c0+ c1 ∈C ,
onde




α ∈Mα, m′β ∈Mβ, dγ ∈Dγ, dβ ∈Dβ.
1. (dγ ◦
sop
dβ) ·mα = (−1)α(γ+β)mα(dγ ◦sop dβ)= (−1)
α(γ+β)(−1)γβmα(dβdγ)
= ((−1)α(γ+β)(−1)γβmαdβ)dγ = ((−1)α(γ+β)(−1)γβ(−1)αβ(dβ ·mα))dγ
= (−1)α(γ+β)(−1)γβ(−1)αβ(−1)γ(α+β)dγ · (dβ ·mα)= dγ · (dβ ·mα);
2. dγ · (mα+m′β)= dγ ·mα+dγ ·m′β;
3. (dγ+d ′γ) ·mα = (−1)αγ(mαdγ+mαd ′γ)= dγ ·mα+d ′γ ·mα;
4. 1D ·mα = (−1)α0mα1D =mα, onde 1D é a identidade deD.
Temos queM =M0+M1 e
dγmα = (−1)γαmαdγ ∈Mγ+α, ∀mα ∈Mα e∀dγ ∈Dγ. (2.14)
Portando,M é umD-supermódulo. ■
Definição 2.39. Dizemos que um superanelR é primitivo à direita seR tem um super-
módulo à direita fiel e irredutível.
SeM =M0+M1 é umR-supermódulo à direita irredutível, então pelo Lema 2.38
M é umC sop -supermódulo à esquerda. Portanto,M é um (C sop ,R)-super-bimódulo.
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Definição 2.40. Um superanel R é dito ser denso no supermódulo M se para todo in-
teiro positivo n e toda escolha de v1α, · · · , vnα ∈Mα linearmente independentes sobreC0
e para toda escolha de w1β, · · · , wnβ ∈Mβ existe um elemento rα−β ∈Rα−β tal que
viαrα−β =wiβ, para i = 1, · · · ,n.
Observemos que no caso em que R é um superanel com graduação trivial, então
a definição acima é a definição clássica de densidade. Nesse caso, R1 = {0} e C sop =
End op (MR).
SejaR =R0+R1 um superanel primitivo. SejaM =M0+M1 umR-supermódulo
à direita fiel e irredutível. No caso em que {0} 6=Mα então pelo 2.36, {0} 6=Mα é um
R0-módulo à direita irredutível e, portanto, um módulo semisimples. Mais uma vez,
pelo 2.36 temos que para todo 0 6=mα ∈Mα, obtemos mαR0 =Mα, ou seja,Mα é um
R0-módulo finitamente gerado. Pelo Teorema da Densidade de Jacobson para anéis,
R0 age densamente em TMα, ondeT = End opR0 (Mα).
Lema 2.41. Sejam umR =R0+R1 um superanel primitivo à direita eM =M0+M1
umR-supermódulo à direita fiel e irredutível. SeMα 6= {0} então a aplicação




Demonstração. Observemos queφ está bem definida eφr é uma bijeção para todo 0 6=
r ∈R0. Seja 0 6=mα ∈Mα um gerador de Mα enquanto E-módulo, isto é, ∀nα ∈Mα,
∃ψ ∈ E tal que nα = (mα)ψ. Seja f ∈ E qualquer. Pelo Teorema da Densidade para
anéis não graduados, existe um r ∈R0 tal que (mα) f = mαr . Dado nα ∈Mα, temos
que existe um a ∈ E tal que nα = a ·mα, então
nαr = (a ·mα)r = a · (mαr ) f = a · (mα) f = (a ·mα) f = (nα) f ,
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portanto, f =φr , ou seja, φ é sobrejetiva. O seu núcleo é
K er (φ)= {r ∈R0|φr = 0}= {r ∈R0|(mα)r = 0, ∀mα ∈Mα}= AnnR0 (Mα)= (0),
poisMα é umR0-módulo fiel, logo φ é injetiva. A prova que ϕ é um homomorfismo
de anéis não é difícil. Portanto,R0 ∼= E . ■
Logo, quandoM é umR-supermódulo à direita fiel e irredutível,R0 é um anel de
transformações lineares deMα em si mesmo.
Teorema 2.42 (Teorema da Densidade). SejamR =R0+R1 um superanel primitivo à
direita, M =M0+M1 um R-supermódulo à direita irredutível e fiel, e C = C0+C1 o
superanel comutativo de R em M . Então R é um superanel denso de transformações
lineares emM sobreD =C sop .
Demonstração. Observamos que D0 =C sop0 é um anel de divisão. Logo,Mα eMβ são
espaços vetoriais à esquerda sobre D0 = C sop0 . Pelo Lema 2.41, R0 é o anel de trans-
formações lineares deMβ em si mesmo, eRα−β um grupo aditivo de transformações
lineares de Mα em Mβ tal que Rα−βR0 ⊆ Rα−β. Pelo Lema (2.36), Mβ é um R0-
módulo irredutível e o anel comutativo de R0 em M é D0. Estas são exatamente as
hipóteses do Teorema 2.35 que nos permitem concluir queRα−β age densamente em
Mα. ■
Definição 2.43. Um superanel associativo é artiniano à direita (à esquerda) se ele satis-
faz a condição da cadeia descendente (DCC) para superideais à direita (à esquerda).
Exemplo 2.44 (Inteiros de Gauss). DefinimosZ[i ]= {a+bi |a,b ∈Z}, onde i 2 =−1. Con-
sidere Z[i ] =A0+A1, onde A0 = Z e A1 = Z[i ]. Então Z[i ] é um superanel associativo,
entretanto, não é artiniano à direita e à esquerda, pois {2nZ[i ],n ≥ 1} é uma família de
superideais de Z[i ] que não satisfaz DCC, pois
{0}á ·· · á 2nZ[i ]á ·· · á 4Z[i ]á 2Z[i ]áZ[i ].
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Definição 2.45. SejaR um superanel. Dizemos queR é simples seR2 6= (0) e os únicos
ideais graduados são os triviais, ou seja,R e {0}.
Exemplo 2.46. Todo superanel de divisãoD é um superanel simples. É suficiente obser-
var que se 0 6= dα ∈Dα então existe d−α ∈D−α tal que 1= dαd−α = d−αdα.
Exemplo 2.47. Seja K um corpo. Então com graduação trivial Mn(K) é um superanel
simples que não é um superanel de divisão.
Teorema 2.48. SejaA =A0+A1 um superanel associativo simples e artiniano à direita.
Então, como superanel,A ∼= EndD(V ), onde V um superespaço de dimensão finita sobre
uma superanel associativoD.
Demonstração. Seja I = I0+ I1 um ideal a direta minimal do superanel A , existe pois
A é artiniano à direita. Pela minimalidade, I é um supermódulo irredutível de A ,
pois IA 6= (0) e IA 6= A . Desde que A é simples, então I é um supermódulo fiel,
pois se (0) 6= {y ∈ A |I y = (0)} = B então B seria um superideal de A não nulo pro-
priamente contido em A . Portanto pelo Teorema 2.42, A é um superanel primitivo
com supermódulo irredutível e fiel M = I . Logo, M é um D = C sop -supermódulo à
esquerda, onde C é o superanel comutativo deA emM , observemos queD é um su-
peranel de divisão. Portanto, A é isomorfo a um sub-superanel denso de EndD(M ).
Se M tem dimensão infinita sobre D0 então algum Mα tem dimensão infinita sobre
D0, para algum α ∈ Z2. Sejam v1α , · · · , vnα , · · · uma sequência infinita de elementos li-
nearmente independente de Mα sobre D0. Seja V j =
j⊕
i=1
Dviα . Observamos que V j é
umD-supermódulo à esquerda e um grupo graduado deA , com j ≥ 1. Ainda, temos
V1( V2( · · ·( V j ( Vn ( · · · , ∀n > j ≥ 1. (2.15)
Consideremos AnnV j = Ann0V j +Ann1V j , onde AnnβV j = {bβ ∈Aβ|V j bβ = {0}}, β ∈
Z2. Sendo V j um grupo graduado deA , então AnnV j é um superideal deA para todo
j ≥ 1. Não é difícil provar que AnnV j+1 ⊆ AnnV j . Provemos que AnnV j+1 ( AnnV j
para todo j ≥ 1. Como v1α , · · · , v( j+1)α são linearmente independentes sobre D0, pelo
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teorema da densidade existe r ∈ A tal que v( j+1)αr 6= 0 e viαr = 0, ∀1 ≤ i ≤ j . Logo,
r ∈ AnnV j , mas r ∉ AnnV j+1. Daí concluímos que AnnV j+1( AnnV j .
Logo, temos que
AnnV1) AnnV2) · · ·)AnnV j ) AnnVn ) · · · , ∀n > j ≥ 1. (2.16)
Portanto, (2.16) forma uma cadeia descendente adequadamente de superideais à di-
reita de A . Como A é artiniano, a cadeia se estabiliza, uma contradição. Então,
não existe uma sequência infinita de elementos de Mα linearmente independentes
sobre D0. Portanto, di mD0M é finita, sendo n, e pela densidade, A
∼= EndDM =
End0(M )+End1(M ). ■
Proposição 2.49. Seja R =R0+R1 um superanel primitivo à direita tendo um supe-
rideal à direita minimal. Então quaisquer dois R-supermódulos irredutíveis e fieis à
direita são isomorfos, e o isomorfismo é homogêneo.
Demonstração. Sejam I = I0+ I1 um superideal à direita minimal de R =R0+R1 e
M =M0+M1 umR-supermódulo à direita irredutível e fiel. A fidelidade deM garante
que mαI 6= {0} para algum mα ∈Mα, pois AnnR(M ) = (0). Como I é um superideal à
direita deR, então mαI é um sub-supermódulo deM não nulo, pela irredutibilidade
deM , devemos ter mαI =M . Seja
ϕα : I →mαI
a 7→mαa,
temos que ϕα é um homomorfismo de R-supermódulos homogêneo de grau α. A
demonstração queϕα está bem definida, não é difícil. Sejam a, b ∈ I , aβ ∈ Iβ e rβ ∈Rβ,
então
• (a+b)ϕα =mα(a+b)=mαa+mαb = (a)ϕα+ (b)ϕα.
• (arβ)ϕα = (mαa)rβ = (a)ϕαrβ.
• (aβ)ϕα =mαaβ ∈Mα+β.
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Como Imϕα ⊆M é um sub-supermódulo de M não nulo, devemos ter Imϕα =M ,
portanto, Imϕα =mαI . O anulador de mα em I é um superideal à direita deR propri-
amente contido em I , sendo I minimal, devemos ter {0} = K erϕα , pois AnnI (mα) :=
{a ∈ I |mαa = 0} = K erϕα. Portanto, ϕα é um isomorfismo de R-supermódulos de
I em mαI =M . Assim, cada R-supermódulo à direita irredutível e fiel é isomorfo
a I . Pegamos um R-supermódulo à direita irredutível e fiel e provamos que ele é
isomorfo à I , ondeI é um superideal à direita minimal, logo podemos concluir que
todo R-supermódulo à direita irredutível e fiel é isomorfo à I . Portanto, todos os R-
supermódulos à direita irredutíveis e fieis são isomorfos entre si, basta utilizar compo-
sição de isomorfismo. ■
Observação 1. Quando dizemos que A é uma superálgebra, estaremos considerando
A como uma K-álgebra associativa Z2-graduada, onde K é um corpo de característica
diferente de dois. Então a partir daqui, não repetiremos que uma superálgebra é uma
K-álgebra associativaZ2-graduada, utilizaremos simplesmente a palavra superálgebra.
Definição 2.50. Sejam V = V0+V1 um superespaço sobre uma superálgebra associativa
de divisão C = C0+C1, W = W0+W1 um superespaço sobre a superálgebra associativa
de divisãoD =D0+D1 e σ :C →D um isomorfismo de superálgebras de C emD. Uma
função sγ : V → W , com γ ∈ Z2, é dita ser um homomorfismo de superespaços σ-semi-
linear homogêneo de grau γ desde que
(uβ)sγ ∈Wγ+β e (cαuβ)sγ = (cα)σ((uβ)sγ), ∀cα ∈Cα, uβ ∈ Vβ.
Dada uma superálgebra associativa de divisãoD e um superespaço a direita de di-
mensão finita sobreD, então pela proposição 2.23 concluímos que EndD(V )∼=Mn(D),
onde a graduação de Mn(D) é dada na mesma proposição. Portanto, quando V é de
dimensão finita sobreD, teremos que EndD(V ) é uma superálgebra.
Teorema 2.51 (Teorema do Isomorfismo). SejamC =C0+C1 eD =D0+D1 superálge-
bras de divisão associativas, V = V0+V1 um superespaço à esquerda de dimensão finita
sobre C e W = W0+W1 um superespaço à esquerda de dimensão finita sobre D. Então
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φ : EndC (V )→ EndD(W ) é um isomorfismo de superálgebra se, e somente se, existe um
isomorfismo de superálgebrasσ :C →D e um isomorfismoσ-semi-linear de superespa-
ços de V em W homogêneo de grau γ
sγ : V →W tal que (aα)φ= s−1γ aαsγ,∀aα ∈ (EndC (V ))α. (2.17)
Demonstração. Se sγ é um isomorfismoσ-semi-linear de V emW homogêneo de grau
γ então
φ : EndC (V )→ EndD(W )
aα 7→ s−1γ aαsγ.
é um isomorfismo graduado de EndC (V ) em EndD(V ). Antes de mais nada, observe











Não é difícil provar que φ está bem definida, pois dados aα = bα ∈ EndC (V ) então,
(aα)φ= s−1γ aαsγ = s−1γ bαsγ = (bα)φ,
observemos que sγ é uma função bem definida, portanto φ está bem definida:
1. ((a0+a1)+(b0+b1))φ= s−1γ ((a0+a1)+(b0+b1))sγ = s−1γ (a0+a1)sγ+s−1γ (b0+b1)sγ =
((a0+a1)φ+ (b0+b1)φ, ∀aα,bβ ∈ EndC (V );
2. (aαbβ)φ= s−1γ (aαbβ)sγ = s−1γ aα(sγs−1γ )bβsγ = (s−1γ aαsγ)(s−1γ bβsγ) ∗= (aα)φ(bβ)φ, ∀aα,bβ ∈
EndC (V ), ∗ segue da definição de φ.
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3. (vβ)sγ ∈Wβ+γ, por definição de sγ. Para todo wβ ∈Wβ, temos
(wβ)(s
−1
γ aαsγ)= ((wβ)s−1γ )︸ ︷︷ ︸
∈Vβ+γ
aαsγ = (((wβ)s−1γ )aα)︸ ︷︷ ︸
∈Vβ+γ+α
sγ ∈Wβ+γ+α+γ =Wβ+α,
pois γ+γ= 0 em Z2. Portanto, s−1γ aαsγ ∈ EndD(W )α, ∀aα ∈ EndC (V )α.
Logo φ é um homomorfismo de superálgebras. A inversa de φ é dada por
ψ : EndD(W )→ EndC (V )
aα 7→ sγaαs−1γ .
A prova de que ψ é um homomorfismo de superálgebras, segue de forma análoga a
prova de queφ é um homomorfismo de superálgebra. Observemos queψφ= i dEndD (W ),
φψ= i dEndC (V ). Portanto, φ é um isomorfismo.
Por outro lado, suponha que φ : EndC (V )→ EndD(W ) é um isomorfismo de supe-
rálgebras.
Afirmação 2.52. A função φ permite visualizar W como um EndC (V )-supermódulo à
direita irredutível e fiel, com ação dada por w ·a = (w)((a)φ), ∀a ∈ EndC (V ), ∀w ∈W .
Observemos que a ação está bem definida. De fato, seja f = g ∈ EndC (V ), logo
( f )φ = (g )φ ∈ EndD(W ) e w · f = (w)(( f )φ) = (w)((g )φ) = w · g ,∀w ∈W . Verificar que
W é um EndC (V )-módulo com a ação dada acima, não é difícil. Seja fα ∈ EndC (V )α,
como φ é de grau zero, temos que ( fα)φ ∈ EndD(W )α. Logo, wβ · fα = (wβ)(( fα)φ) ∈
Wα+β, ∀wβ ∈ Wβ, portanto W é um EndC (V )-supermódulo. Para provar que W é um
EndC (V )-supermódulo à direita fiel é suficiente observar que K er (φ)= {0} e
AnnEndC (V )(W ) := { f ∈ EndC (V )|w · f = 0, ∀w ∈W }⊆K er (φ).
Como W é um EndC (V )-supermódulo fiel, temos W · EndC (V ) 6= {0}. Seja 0 6= w ∈
W então w · EndC (V ) ⊆ W . Seja w ′ ∈ W . Como a dimD(W ) é finita, então existem
w1, · · · , wk−1 tais que {w, w1, · · ·wk−1} é umaD-base deW . Consideremos g ∈ EndD(W )
tal que (w)g = w ′ e (wi )g = 0, ∀1 < i ≤ k −1. Sendo φ isomorfismo, então existe f =
53
(g )φ−1 ∈ EndC (V ) tal que w · f = w ′ e, portanto, w ′ ∈ w ·EndC (V ). Concluímos que
W é um EndC (V )-supermódulo à direita irredutível e fiel, portanto, a afirmação está
provada.
Na afirmação 2.52 provamos que EndC (V ) é um superanel primitivo. Observa-
mos que EndC (V ) possui um superideal à direita minimal, pois Mn(C ) é isomorfo à
EndC (V ) e Mn(C ) possui um superideal graduado à direita minimal por exemplo,
I :=

A ∈Mn(C )|A =

a b · · · c









Observemos que V é um EndC (V )-supermódulo à direita irredutível e fiel. Como
EndC (V ) possui superideal à direita minimal, pela Proposição 2.49, V e W são iso-
morfos como EndC (V )-supermódulos. Se sγ : V →W é um isomorfismo de EndC (V )-
supermódulos homogêneo de algum grau γ ∈Z2, então
(vαrβ)sγ = ((vα)sγ) · rβ = ((vα)sγ)((rβ)φ) ∀vα ∈ Vα, rβ ∈ (EndC (V ))β.
Portanto,
(wα)((rβ)φ)= (wα)(s−1γ rβsγ), ∀wα ∈Wα, rβ ∈ (EndC (V ))β.
Para continuar a prova do teorema, precisamos definir em V a multiplicação esca-
lar por elementos de C da seguinte forma, (v)Lc = cv, ∀v ∈ V , c ∈ C . Note que Lc
está bem definida, a boa definição segue da definição de C -supermódulo. Notemos
queLc comuta com todo os elementos de EndC V , a prova desse fato é simples, pois
é suficiente observar que se f ∈ EndC (V ) então cβ f = f cβ, ∀cβ ∈Cβ. Note que dados
Lc eLr , com c,r ∈C então
(v)Lcr = (cr )v = c(r v)= (r v)Lc = (v)(LrLc ), ∀v ∈ V ,
portanto,Lcr =LrLc (iguais como funções).
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Afirmação 2.53. Sejam cβ ∈ Cβ e rβ ∈ EndC (V )β então s−1γ Lcβsγ comuta com todos
s−1γ rβsγ = (rβ)φ ∈ EndD(W ).
De fato, seja s−1γ rβsγ = (rβ)φ ∈ EndD(W ), com rβ ∈ EndC (V )β. Temos que rβLcβ =
Lcβrβ, cβ ∈Cβ, logo
(s−1γ Lcβsγ)(s
−1
γ rβsγ)= (s−1γ Lcβ)(sγs−1γ )(rβsγ)= s−1γ rβLcβsγ = (s−1γ rβsγ)(s−1γ Lcβsγ).
Portanto, a afirmação está provada.
Seja c ∈C . Defina (w) f = (w)(s−1γ Lc sγ), ∀w ∈W . Observemos que f é uma função
de W em W , pois é simplesmente a composição de funções, o diagrama abaixo nos dá











Consideremos dimDW = n. Sejam ψ ∈ EndD(W ) e B = {e1, · · · ,en} uma base de W ,
onde ei são elementos homogêneos. Como B é uma base de W , podemos determinar
de modo único ai j ∈D, com 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤m, tais que
(ei )ψ= a1i e1+·· ·+a j i e j +·· ·+ami em . (2.18)
Seja w ∈ W . Temos que w = b1e1+ ·· · +bnen em que bi ∈ D para 1 ≤ i ≤ n. Pela
linearidade de ψ e por (2.18), segue que
(w) f = b1(e1)ψ+·· ·+bn(en)ψ
= b1(a11e1+·· ·+am1em)+·· ·+bn(a1ne1+·· ·+amnem)








= [b1 · · ·bn]





a1n · · · amn
= [w]B · [ψ]B . (2.19)
Portanto, todo elemento de EndD(W ) tem uma representação matricial.
Pela afirmação 2.53 f comuta com todos elementos da forma s−1γ cβsγ. Como f ∈
EndD(W ) tem uma representação matricial e f ψ = ψ f ∀ψ ∈ EndD(W ), concluímos
que f é a multiplicação por um escalar.
Logo, f é uma multiplicação por escalar L(dc ) em W para algum dc ∈ D, ou seja,
f =Ldc . Definamos a função σ emD por (c)σ= dc .
Para todo a, c ∈C , temos
1.
(w)L((ac))σ = (w)s−1γ L(ac)︸ ︷︷ ︸
=LcLa
sγ
= (w)s−1γ (LcLa )sγ
= (w)s−1γ (Lc (I dV )La )sγ
= (w)s−1γ Lc (sγs−1γ )︸ ︷︷ ︸
I dV
La sγ
= (w)(s−1γ Lc sγ)(s−1γ La sγ)
= (w)L(c)σL(a)σ
= (w)L(a)σ(c)σ,∀w ∈W .
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2.
(w)L((a+c))σ = (w)s−1γ L(a+c)︸ ︷︷ ︸
=Lc+La
sγ
= (w)s−1γ (La +Lc )sγ
= (w)s−1γ La sγ+ (w)s−1γ Lc sγ
= (w)L(a)σ+ (w)L(c)σ
= (w)(L(a)σ+L(c)σ)
= (w)L(a)σ+(c)σ,∀w ∈W .
Notemos que σ tem grau zero, pois (wβ)s
−1
γ Laαsγ ∈ Wα+β,∀wβ ∈ Wβ, ∀aα ∈ Cα então
devemos ter por comparação de grau, (aα)σ ∈Dα. Assim, (ac)σ= (a)σ(c)σ, (a+ c)σ=
(a)σ+ (c)σ e, portanto, σ : C → D dada por c 7→ (c)σ define um homomorfismo de
superanéis deC emD. Similarmente, considere a multiplicação à esquerda emW Ld ,
então (v)L(d)τ := (v)sγLd s−1γ , ∀v ∈ V , onde (w)Ld = d w, ∀w ∈ W , com d ∈D, produz
um homomorfismo de superanéis τ deD emC . Além disso, (d)τσ= d,σ é sobrejetiva.
Assim, σ é um isomorfismo de C emD e
(cβuα)sγ = (cβ)σ(uαsγ) ∀uα ∈ Vα, cβ ∈Cβ,
isto é, sγ é um isomorfismo σ-semi-linear de V em W . ■
Definição 2.54. Um superanelR é chamado primo seR é um anel Z2-graduado asso-
ciativo primo.
Definição 2.55. Um superanelR é dito semiprimo seR é um anel Z2-graduado associ-
ativo semiprimo.
É claro que todas as propriedades válidas para anéis graduados primos, também
são válidas para superanéis primos.
Para o próximo lema, precisaremos da seguinte definição.
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Definição 2.56. SejamR um superanel e 0 6= e ∈R. Dizemos que e ∈R é um elemento
idempotente se e2 = e.
Exemplo 2.57. SejaR um anel com identidade 1. Logo, 1 é um elemento idempotente.
Exemplo 2.58. Seja FZ2 = Fη0+Fη1 a F-álgebra de grupo, onde F um corpo de caracte-
rística diferente de dois. Então
η0+η1
2
é um elemento idempotente.
A demonstração do seguinte lema não é difícil.
Lema 2.59. Sejam R um superanel e e ∈R0 um elemento idempotente. Então eRe =
eR0e+eR2e é um superanel e e é a unidade de eRe.
Definição 2.60. SejamR e I um superideal à direita deR não nulo. Um elemento e ∈ I
é dito idempotente primitivo se 0 6= e ∈ I0, e2 = e e I = eR.
Assim, como no caso de anéis, o seguinte lema é básico para a estrutura de supera-
nel primitivo com um superideal unilateral.
Lema 2.61. SejaR =R0+R1 um superanel associativo semiprimo . Se I = I0+ I1 é um
superideal à direita minimal de R então I = e0R, onde e0 ∈ I0 é um elemento idem-
potente primitivo. Neste caso, e0Re0 = e0R0e0+ e0R1e0 é um superanel associativo de
divisão eRe0 é um superideal à esquerda minimal.
Demonstração. Sejam R = R0 +R1 um superanel semiprimo e I = I0 + I1 um su-
perideal à direita minimal de R. Então I é irredutível como R-supermódulo à di-
reita, pois em particular, I é um R-supermódulo minimal, ou seja, I não possui sub-
supermódulo próprio diferente do nulo. Como I é um superideal deR, entãoRI é um
superideal bilateral deR.
Afirmação 2.62. SeRI = {0} então I é um ideal nilpotente e, portanto, I = (0).
De fato, é suficiente observar que I ⊆R. Logo, I 2 = I I ⊆RI = {0}, sendo R semi-
primo devemos ter I = (0). Portanto, a afirmação está provada.
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Segue queRI é um superideal não nulo deR. Logo, {0} 6= (RI )2 =R IR︸︷︷︸
⊆I
I ⊆RI 2
e, portanto, I 2 6= {0}. Se I I0 = {0} então I0I0 ⊆ I I0 = {0} e I1I0 = {0}. Temos também
que I0R = I0R0+ I0R1 ⊆ I = I0+ I1, como I é um superideal à direita minimal e I0R
é um superideal à direita, devemos ter, I0R = I ou I0R = {0}. Como R é semiprimo,
logo AnnR(RR) = 0, portanto, se I0R = (0) implica I0 = (0) e I0R1 = (0). Portanto,
I 2 = I0I0+I0I1+I1I0+I1I1 = {0}, uma contradição. Assim, I I0 6= {0}, além disso aαI 6= {0}
para algum aα ∈ Iα, pois caso contrário, teríamos I 2 = {0}, provamos acima. Então,
como IR ⊆ I segue que aαIR ⊆ aαI , portanto, aαI é um superideal à direita não nulo
contido em I (observemos que aα ∈ I e I é um superideal à direita), portanto, aαI = I .
Observamos que I = I0+ I1. Como I = aαI então Iα+ Iα+1 = aαI0+aαI1. Por compara-
ção de grau, devemos ter aαI0 = Iα e aαe0 = aα para algum e0 ∈ I0. Portanto,
aαe0 = aα⇒ (aαe0)e0 = aαe0 ⇒ aαe20 = aαe0 ⇒ aα(e20−e0)= 0, pois aαe0 = aα.
Afirmação 2.63. Seja J = {r ∈ I |aαr = 0}. Então J = J0+ J1 é um sub-superideal propria-
mente contido no I , onde Jβ = {rβ ∈ Iβ|aαrβ = 0}.
De fato, observamos que J 6= ;, pois 0 ∈ J . Temos que JR ⊆ J porque para todo
r ∈ J , temos
r ∈ I ⇒ r u ∈ I , ∀u ∈R⇒ r u ∈ J , pois aα(r u)= (aαr )u = 0u = 0.
Sejam r, c ∈ J então aαr = 0 e aαc = 0, logo
• aα(r c)= 0;
• aα(r − c)= aαr −aαc = 0.
Portanto, r c, r − c ∈ J . A afirmação está provada.
Uma vez que, aαI = I e I 2 6= (0), temos que J está propriamente contido em I .
Sendo I minimal, temos J = {0}. Portanto, e20 = e0. Seja D = e0Re0= e0(R0+R1)e0 =
e0R0e0+e0R1e0 =D0+D1, observemos queD é unitário e a unidade é e0. Se e0bβe0 6=
0, então e0bβe0R é um superideal à direita de R não nulo, e0bβe0 ∈ e0bβe0R, pois
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e0bβe0 = (e0bβe0)e0, portanto, {0} 6= e0bβe0R ⊆ I (e0 ∈ I0). Mais uma vez, observamos
que I é superideal à direita minimal, logo e0bβe0R = I . Como e0 ∈ I0 e bβe0 ∈R temos
e0bβe0R ⊆ e0R ⊆ I , pois I é superideal à direita de R. Observemos que e0R é um
superideal à direita contido em I , notemos que e0R 6= (0), pois 0 6= e0 = e0e0 ∈ e0R.
Como I é um superideal minimal, temos e0R = I e, portanto, e0bβe0R = e0R. Então
e0bβe0Re0 = e0Re0, logo existe c ∈R tal que e0bβe0ce0 = e0. Observemos que c ∈Rβ,
como em Z2 temos −β = β, concluímos que c ∈ Rβ, logo e0ce0 = (e0bβe0)−1 ∈ Dβ.
Assim,D é uma superanel de divisão.
Considere L =Re0 =R0e0+R1e0 =L0+L1. Se L
′ =L ′0+L
′
1 ⊆L é um supe-
rideal à esquerda não nulo deR, argumentando como acima trocando simplesmente
as notações de esquerda por direita, L
′2 6= {0} e existe aα ∈L
′
α tal que L
′
aα 6= {0} (a
demonstração é análoga a feita acima).
Portanto, e0aα 6= 0. Assim, aα = aαe0 ∈Re0, aαe0 = aα, então e0aαe0 = e0aα 0 6=
e0aα = e0aαe0 ∈ e0Re0 =D (a demonstração é análoga a feita acima). Logo, e0aαe0 é
invertível emD, e0 ∈L
′
eL =Re0 ⊆L
′ ⊆L é umR-superideal à esquerda minimal.
Mostramos que se, para algum elemento idempotente e0 ∈ I , e0Re0 é uma supera-
nel de divisão entãoRe0 é um superideal à esquerda. Um argumento análogo, prova
que e0R é um superideal à direita minimal. ■
Sejam V = V0+V1 um superespaço à esquerda sobre uma superálgebra de divisão
C = C0+C1 e W = W0+W1 um superespaço à direita sobre C . Um emparelhamento
bilinear (, )ω é uma função bi-aditiva (, )ω : V ×W →C satisfazendo
(uα, wβ)ω ∈Cα+β+ω,
(cγuα, wβ)ω = cγ(uα, wβ)ω,
(uα, wβcγ)ω = (uα, wβ)ωcγ,
para todo uα ∈ Vα, wβ ∈Wβ e cγ ∈Cγ. Dizemos que um emparelhamento bilinear (, )ω
é não degenerado se
(uα,W )ω = {0} =⇒ uγ = 0 e (V , wβ)ω = {0} =⇒ wβ = 0.
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Se (, )ω é não degenerada dizemos que os superespaços V eW são duais. OC -superespaço
à direita W pode ser visto como C sop -superespaço à esquerda através da ação
cw =w0c0+w1c0+w0c1−w1c1,
onde w =w0+w1 ∈W e c = c0+ c1 ∈C ,
onde cγwβ := (−1)βγwβcγ. Um elemento homogêneo aα ∈ EndC (V )α é dito ter um
adjunto a∗α ∈ EndC sop (W ) se
(uβaα, wδ)ω = (−1)αδ(uβ, wδa∗α)ω, ∀uβ ∈ Vβ, wδ ∈Wδ.
Denotamos o sub-superanel de elementos de EndC (V ) tendo um adjunto por LW (V ).
Um elemento a ∈ EndC (V ) tem posto finito se C0-dimensão de (V a) é finita. Em par-
ticular, a tem posto 1 se V a = C u, para algum u ∈ V . Denotamos o conjunto dos
elementos de LW (V ) tendo posto finito por FW (V ). Agora, provemos um completa-
mente análogo o teorema de estrutura para anéis primitivos com um ideal à esquerda
minimal.
Teorema 2.64. Se R é um superanel primitivo com um superideal à direita minimal
então existem um superanel de divisãoD eD-superespaços V e W tais que
FW (V )⊆R ⊆LW (V ). (2.20)
Por outro lado, dados W , V superespaços duais sobre superálgebra de divisão D, qual-
quer superanelR satisfazendo (2.20) é primitivo e contém um superideal à direita mi-
nimal. FW (V ) é o único superideal minimal deR.
Demonstração. SejaR =R0+R1 um superanel primitivo com um superideal à direita
minimal I = I0+ I1. Pelo Lema 2.61, I = e0R, onde e0 ∈ I0 é um elemento idempotente
primitivo. Seja V = e0R o superespaço à esquerda sobre a superálgebra de divisão
D = e0Re0 e W =Re0 o superespaço à direita sobre D. Para uα = e0aα ∈ Vα e wβ =
bβe0 ∈Wβ, defina
(uα, wβ)0 := uαwβ = e0aαbβe0 ∈Dα+β, (aα ∈Rα, bβ ∈Rβ).
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Além disso, R é primitivo, então R é primo e {0} = (uα,W )0 = e0aαRe0 implica que
uα = e0aα = 0. Similarmente, (V , wβ)0 = {0} implica que wβ = 0. Assim, V e W são
superespaços duais. A multiplicação à direita
Rrγ : V → V , u 7→ urγ, rγ ∈Rγ,
induz um homomorfismo de superanéis de R para EndD(V ) que é injetivo por que
V é R-supermódulo à direita fiel. A partir de (uαRrγ , wβ) = e0aαrγbβe0, vemos que a
adjunta de Rrγ éLrγ com multiplicação à esquerda deW por rγ. Portanto, Rrγ ∈LW (V ).
Se bβ ⊆FW (V ) é de posto 1 então
V bβ ⊆Duγ para algum uγ ∈ Vγ.
Seja wγ ∈ Wγ tal que (uγ, wγ)0 = 1, existe por que D é um superanel de divisão. Se
uαbβ = dα−β+γuγ então
dα−β+γ = (dα−β+γuγ, wγ)0 = (uαbβ, wγ)0 = (uα,b∗βwγ)0 = (uα, wβ+γ)0,
onde wβ+γ = b∗βwγ. Portanto,
uαbβ = dα−β+γuγ = (uα, wβ+γ)0uγ, ∀uα ∈ Vα.
Em particular, e0 é de posto 1 e (e0aα)e0 = (e0aαe0)e0. Logo, uγ = e0rγ para algum
rγ ∈Rγ, e wβ+γ = cβ+γe0, para algum cβ+γ ∈Rβ+γ,





= uαRcβ+γe0rγ , ∀uα ∈ Vα.
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Assim, toda transformação de posto 1 pertence a imagem de R. Por isso, FW (V ) está
contida na imagem deR e podemos identificarR como um sub-superanel de LW (V )
contendo FW (V ).
Reciprocamente, dado V eW D-superespaços duais, se R é um sub-superanel de
LW (V )contendo FW (V ) então é claro queR age fielmente e é irredutivelmente em V .
Sejam u0 ∈ V0 fixo e Lα = {rα ∈Rα|Vβrα ⊆Dα−βu0}.
Seja L = ⊕
α∈Z2
Lα. Queremos mostrar que L é um superideal à esquerda é minimal.
Para um yβ ∈Wβ fixo, considere
ϕ(uα)= (uα, yβ)0u0, uα ∈ Vα.
Uma vez que o adjunto é dado por
Ψ(wγ)= yβ(u0, wγ)0, wγ ∈Wγ,
esta função de posto 1 pertence a Lβ. Denotemos Lβ por bβ.
Queremos provar que todo elemento homogêneo aα de Lα é um múltiplo de bβ
à esquerda por algum elemento de Rα+β, donde, L é minimal. Argumentando como
acima, se (u0, w0)0 = 1,
uγaα = (uγ, wα+0)0u0 = (uγ, a∗αw0)0u0, uγbβ = (uγ,b∗βw0)0u0.
Escolhendo xβ ∈ Vβ tal que (xβ,b∗βw0)0 = 1, temos
uγcγ+β := (uγ, a∗αw0)0xβ, cγ+β ∈FW (V )⊆R
e
uγcγ−βbβ = (uγ, a∗αw0)0xβbβ
= (uγ, a∗αw0)0(xβ,b∗βw0)0u0
= (uγ, a∗αw0)0u0
= uγaα ∀uγ ∈ Vγ.
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Consequentemente, L é um superideal à esquerda deR e, pelo Lema 2.61,R con-
tém um superideal minimal.
Uma vez que múltiplos de elementos de posto finito tem posto finito, então FW (V )
é um superideal de R e qualquer superideal diferente de zero de R contém elemen-
tos diferente de zero de posto finito. Argumentando como acima, vê-se que ele deve
conter elementos de posto 1, portanto todos elementos de posto 1, e também todos
elementos de FW (V ). ■
Se σ é um antiautomorfismo de um superanel D, então σ é um isomorfismo de D
emDsop e W é umD-supermódulo à esquerda com a ação
dδwβ := (−1)δβwβdσδ , dδ ∈Dδ, wβ ∈Wβ.
Definição 2.65. Dizemos que (, )ω : V ×W é um par sesquilinear de D-superespaços à
esquerda se
(dδuα, wβ)ω = dδ(uα, wβ)ω,
(uα,dδwβ)ω = (−1)δβ(uα, wβ)ωdσδ ,
para todo uα ∈ Vα, wβ ∈Wβ, dδ ∈Dδ.
Se− é uma superinvolução emD, entãoD é isomorfo aDsop e podemos considerar
o emparelhamento sesquilinear de V ×V . Referimos a ela como superforma.
Definição 2.66. Seja D um superanel. Se ² ∈ Z (D) com ²²¯ = 1, uma superforma ²-
hermitiana é um emparelhamento sesquilinear satisfazendo
(uα, wβ)ω = (−1)αβ²(wβ,uα)ω, ∀uα ∈ Vα, wβ ∈Wβ.
Uma superforma (,)ω é dita ser par ou ímpar se ω = 0 ou 1. Se ² = 1 (respectiva-
mente,−1), (, )ω é dita ser hermitiana (respectivamente, antihermitiana). Dizemos que
umD-supermódulo à direita V é auto-dual com respeito a uma superforma (,)0 se para
todos dδ ∈Dδ, vα ∈ Vα, wβ ∈ Vβ
(dδuα, wβ)0 = dδ(uα, wβ)0, (uα,dδwβ)0 = (−1)αβ(uα, wβ)d¯δ,
(wβ,uα)0 = (−1)αβ(uα, wβ)0.
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Teorema 2.67. Um superanel primitivoR =R0+R1 com um superideal à direita mi-
nimal tem um superinvolução ∗ se, e somente se,R tem um supermódulo auto-dual à
direita V , o superanel comutativo C de R em V tem uma superinvolução, e ∗ é a ad-
junta com repeito a uma superforma não degenerada hermitiana ou antihermitiana em
V .
Demonstração. Se existe um idempotente par primitivo e simétrico e0 = e∗0 então D =
e0Re0 é uma superálgebra de divisão com involução
− = ∗|D e o superideal à direita
V = e0R0+ e0R1 = V0+V1 é umD-superespaço à esquerda. Para uα = e0aα ∈ Vα, wβ =
e0bβ ∈ Vβ definimos
(uα, wβ)0 := e0aα(e0bβ)∗ = e0aαb∗βe0 ∈Dα+β.
Verifica-se que (, )0 é uma forma biaditiva graduada de grau 0 e para todos dδ ∈Dδ, vα ∈
Vα, wβ ∈ Vβ,
(dδuα, wβ)0 = dδ(uα, wβ)0, (uα,dδwβ)0 = (−1)αβ(uα, wβ)d¯δ,
(wβ,uα)0 = (−1)αβ(uα, wβ)0.
Isso significa que V é auto-dual com respeito a (, )0. Sejam uα = e0aα, wβ = e0bβ e
w˜δ = e0b˜δ em V . Então,
(uαw˜δ, wβ)0 = uαw˜δw∗β = (−1)δβuα(wδw˜∗β)∗ = (−1)δβ(uα, wδw˜∗β)0,
portanto, ∗ é o adjunto com respeito a superforma hermitiana (, )0.
Se um superideal à direita minimal I = I0+ I1 contém um elemento homogêneo
²-simétrico a∗α = ²aα, ²=±1, tal que aαI 6= {0} então I = e0R para algum idempotente
primitivo adequado e0 ∈ I0, com e∗0 = e0. Com efeito, desde que aαI 6= {0} então aαI = I
e, argumentando como na prova do Lema 2.61, existe um idempotente f0 ∈ I0 tal que
aα f0 = aα e I = f0R, aα ∈ I = f0R. Como I = f0R, então aα = f0bα para algum bα ∈
Rα. Logo,
aα = f0bα⇒ f0aα = f 20 bα = f0bα⇒ f0(aα−bα)= 0⇒ aα = bα.
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Então f0aα = aα e
aα = ²a∗α = ²( f0aα)∗ = ²a∗α f ∗0 = (aα f0) f ∗0 .
Mais uma vez, argumento do Lema 2.61 prova que e0 = f0 f ∗0 ∈ I0 é um idempotente
simétrico par não nulo, tal que I = e0R.
Suponha a partir de agora que I é um superideal à direita minimal deR e se a∗α =
²aα ∈ Iα, ² = ±1, então aαI = {0}. Desejamos provar que se bβb∗β 6= 0 para algum
bβ ∈ Jβ, onde J é um superideal à direita minimal então J∗ J = {0}. De fato, pelo Lema
2.36, bβb
∗
β 6= 0 implica que {0} 6= bβb∗βR ⊆ J , pois (bβb∗βRβ) = Jβ, ∀β ∈ Z2. Portanto,
bβb
∗
βR = J e J∗ =Rbβb∗β. Desde que bβb∗β ∈ J é simétrico, J∗ J =Rbβb∗β J = {0}.
Afirmamos que existe um superideal à direita minimal I tal que aαa
∗
α = 0, para
todo aα ∈ Iα. Seja I um superideal à direita minimal de R. Para qualquer 0 6= aα ∈
Iα, pelo Lema 2.61 o Teorema 2.64, I = aαR = e0R eRe0 = Raα é um superideal à
esquerda minimal. Portanto, (Raα)
∗ = a∗αR é um superideal à direita minimal. Se
algum deste satisfaz bβb
∗




αR = (a∗αR)∗(a∗αR)= {0} ∀aα ∈ Iα. (2.21)
Assim, por primalidade, aαa
∗
α = 0, para todo aα ∈ Iα, que prova a afirmação.
De agora em diante, seja I um superideal à direita minimal deR tal que aαa
∗
α = 0,
para todo aα ∈ Iα. Escrevendo I = e0R = e0R0 + e0R1 como no Lema 2.61, temos
e0Re
∗
0 6= {0} por primalidade. Portanto, e0Rue∗0 6= {0} por pelo menos um u ∈ Z2. Es-
colhemos u para ser 0 se possível. Este será sempre o caso se D1 = e0R1e0 6= {0}, pois
e0Re
∗
0 6= {0}, desde que e∗0Re∗0 = (e0Re0)∗ é um superanel de divisão com unidade e∗0 ,
e0R0e
∗
0 ⊇ e0R1e∗0R1e∗0 6= {0}. Podemos, portanto, assumir que se v = 1 entãoD1 = {0}.
Suponha que e0Rue
∗
0 6= {0}. Se e0(ru + r ∗u )e∗0 6= 0, para algum ru ∈ Ru, fazendo










∗ = ²e0tue∗0 , ²=±1.
Como e∗0Re0tue
∗
0 6= {0}, por primalidade, uma vez que e∗0Re∗0 é um superanel de divi-
são, pode-se escolher su ∈Ru tal que
e∗0 sue0tue
∗
0 = e∗0 .
Aplicando ∗,
e0 = e∗∗0 = (e∗0 sue0tue∗0 )∗
= (−1)u2 e0t∗u e∗0 s∗ue0
= (−1)u2 e0tue∗0 s∗ue0
= (−1)u2 (e0tue∗0 )∗s∗ue0
= (−1)v²e0tue∗0 s∗ue0, observemos que u2 = u, ∀u ∈Z2.
Portanto,
e∗0 sue0 = e∗0 su((−1)u²e0tue∗0 s∗ue0)












∗ = ²e0tue∗0 , (e∗0 sue0)∗ = (−1)u²e∗0 sue0
(2.22)
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= e0aαb∗βe∗0 sue0tue∗0 .
Defina
(vα, wβ)u := e0aαb∗βe∗0 sue0 ∈ e0Rα−β+v e0 =Dα−β+u.
Temos que
(uα,uα)u = e0 aαa∗α︸ ︷︷ ︸
=0
e∗0 sue0 = 0,
para todo vα ∈ Vα. Se (vα,V )u = 0, então
0= (vα,V )u = (vα,e0R)u
= (e0aα,e0R)= e0aαR∗e∗0 sue0,
∴ e0aαR∗e∗0 sue0 = {0}.
Mas e∗sue0 6= 0, logo
e0aα = 0, por primalidade.
Similarmente, (V , wβ)u = 0 implica que wβ = 0, portanto, (, )u é não degenerada. É ób-
vio que (, ) é bi-aditiva e homogênea de grau 0. Se dδ ∈Dδ, (dδvα, wβ)u = dδ(vα, wβ)u.
Além disso,
(vα,dδwβ)u = e0aαb∗βe∗0 d∗δ e∗0 sue0
= e0aαb∗βe∗0 sue0tue∗0 d∗δ e∗0 sue0
= (vα, wβ)d¯δ,
onde
d¯δ := e0tue∗0 d∗δ e∗0 sue0.
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Para dδ ∈Dδ,
¯¯dδ = e0tue∗0 d¯∗δ e∗0 sue0
= e0tue∗0 (e0tue∗0 d∗δ e∗0 sue0)∗e∗0 sue0




pois se u= 1 então δ deve ser 0. Para cγ ∈Dγ e dδ ∈Dδ,
cγdδ = e0tue∗0 (cγdδ)∗e∗0 sue0
= (−1)γδe0tue∗0 d∗δ c∗γe∗0 sue0
= (−1)γδe0tue∗0 d∗δ (e0cγ)∗sue0
= (−1)γδe0tue∗0 d∗δ e∗0 sue0tue∗0 c∗γe∗0 sue0
= (−1)γδd¯δc¯γ.
Assim, − é uma superinvolução de D e (, )u é uma superforma sesquilinear não dege-
nerada em V cuja a adjunta é ∗. Finalmente
(vα, wβ)u = e0tue∗0 (e0aαb∗βe∗0 sue0)∗e∗0 sue0
= (−1)αβ(−1)(α−β)ue0tue∗0 s∗ue0bβa∗αe∗0 sue0
= (−1)αβ(−1)(α−β)u(−1)u²e0bβa∗αe∗0 sue0
= (−1)αβ(−1)(α−β)u(−1)v²(wβ, vα)u.
Se u = 0, então (, )0 é ²-hermitiana. Se u = 1, assumimos que D1 = {0} e portanto
(vα, wα)1 = 0 para todo vα, wα ∈ Vα. Donde o lado direito é 0 a menos que α−β = 1.
Assim, para todo vα ∈ Vα, wβ ∈ Vβ,
(uα, wβ)1 = (−1)αβ²(wβ,uα) e
(, )1 é uma superforma ²-hermitiana. ■
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Exemplo 2.68. Sejam D uma anel de divisão com involução − e W um D-espaço veto-
rial à esquerda munido com um forma ²-hermitiana não-degenerada g : W ×W → D.
Se A é um subanel de EndD(W ) satisfazendo FW (W ) ⊆ A ⊆ LW (W ), seja V = V0+V1,
Vα = W , isto é, como D-espaço vetorial, V é uma soma direta de duas cópias de W , e










com ação obvia à direita em
V . DadoD com graduação trivial,D0 =D. Então h : V →D dada por
h(vα, wα) := 0, h(v0, w1) := g (v0, w1), e
h(w1, v0) :=−h(v0, w1)
é uma superforma (-²)-hermitiana ímpar não-degenerada que induz uma superinvolu-










onde ~ é a involução de A induzida por g ., ou seja, g (w a, w2)= g (w, a˜w2). Se W = f0 A,






é um elemento idempotente primitivo de R tal que e0R0e
∗
0 = {0}, mas é claro que e0R1e∗0 6=
{0}. Isso mostra que o último caso do Teorema 2.67 pode ocorrer, ou seja, Se u= 0, então
(, )0 é ²-hermitiana. Se u = 1, podemos assumir que D1 = {0} e portanto (vα, wα)1 = 0
para todo vα, wα ∈ Vα. Donde o lado direito é 0 a menos que α−β= 1. Assim, para todo
vα ∈ Vα, wβ ∈ Vβ,
(uα, wβ)1 = (−1)αβ²(wβ,uα) e
(, )1 é uma superforma ²-hermitiana.
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Capítulo 3
Superálgebras Associativas de Divisão
SejaK um corpo. UmaK-superálgebra é uma superálgebra associativa sobreK.
Definição 3.1. SejamA umaK-superálgebra e I um superideal deA . Dizemos que I é
um superideal próprio se I (A .
Definição 3.2. SejaA umaK-superálgebra. Definimos o centro deA como
Z (A ) := {a ∈A |ab = ba, ∀b ∈A }.
Seguinte lema afirma que o centro de uma superálgebra é um superanel.
Lema 3.3. Sejam A uma K-superálgebra e Z (A ) o seu centro. Então Z (A ) é um sub-
superanel, ou seja, Z (A ) é um subanel Z2-graduado deA .
Demonstração. Observamos que ; 6= Z (A ), pois 0 ∈ Z (A ). Sejam a, a′ ∈ Z (A ) então
ab = ba, a′b′ = b′a′, ∀b,b′ ∈A . Logo,
i. (a−a′)b = ab−a′b = ba−ba′ = b(a−a′), ∀b ∈A ;
ii. (aa′)b = a(a′b)= a(ba′)= (ab)a′ = b(aa′), ∀b ∈A .
Portanto, a−a′, aa′ ∈ Z (A ). Observemos que Z (A )= Z (A )0+Z (A )1, onde Z (A )α :=
{aα ∈Aα|aαb = baα, ∀b ∈A }. ■
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Definição 3.4. SejaA =A0+A1 umaK-superálgebra unitária. Dizemos queA é central
se K = Z (A )∩A0. No caso em que A é uma K-superálgebra com graduação trivial,
dizemos queA é central seK= Z (A ).
Observamos que a igualdadeK= Z (A )∩A0 significa que B =K ·1A = Z (A )∩A0 é
um corpo isomorfo aK.
Exemplo 3.5. Seja C = C0+C1 o corpo dos números complexos, onde C0 = R,C1 = iR,
onde R é o corpo dos número reais. Claramente, C é uma R-superálgebra central e o seu
centro é C, entretanto, com graduação trivial, C não é uma álgebra central sobre R, pois
R 6= Z (A )=C.
Dado n > 1, considere Mn(C) a R-álgebra de matrizes com entradas em C. Temos
que Mn(C) = Mn(C0)+Mn(C1) = Mn(R)+ i Mn(R). Seja φ : R→ B, B = {aIn×n |a ∈ R} ⊆
Mn(C0), dada por φ(a) = aIn×n , onde In×n é a matriz identidade. É fácil ver que φ é
um isomorfismo de R-álgebras e que B é a interseção do centro com Mn(C0). Portanto,
Mn(C) é um superálgebra central.
Os seguintes lemas serão importantes para o resultado principal deste capítulo.
Lema 3.6. SejaA umaK-superálgebra. EntãoA 21 +A1 é um superideal deA.
Demonstração. Provar que A 21 +A1 é K-espaço, não é difícil. Observamos que A 21 ⊆
A0, logo A
2





ComoA1A0 ⊆A1 temos queA 21A0 ⊆A 21 . Portanto,A 21 +A1 é um superideal deA. ■
Lema 3.7. SejaA umaK-superálgebra simples. Então
i. A1 = (0) ouA 21 =A0.
ii. Se I é um ideal próprio deA0 não nulo, então
(a) I +A1IA1 =A0;
(b) A1I + IA1 =A1.
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iii. Se J é um ideal próprio deA não nulo, então as projeções pii : J →Ai , i = 0,1, onde
pii (x)= xi , x = x0+x1, são isomorfismos deA0-módulos.
Demonstração.
i. Se A1 6= {0} então A 21 +A1 é um superideal não nulo de A , logo A = A 21 +A1.
Portanto,A 21 =A0 por comparação de grau.
ii. Seja I um ideal deA0 não nulo, então I+IA1+A1I +A1IA1 é fechado em relação
a soma e multiplicação à direita e à esquerda por A0 e A1, portanto é um ideal,
e é graduado, pois I +A1IA1 ⊆ A0 e IA1 +A1I ⊆ A1. Sendo I 6= (0) segue que
(0) 6= I ⊆ I + IA1+A1I +A1IA1 é um superideal não nulo de A . Como A é uma
K-superálgebra simples, devemos terA = I+ IA1+A1I+A1IA1 e, portanto,A0 =
I +A1IA1 eA1 = IA1+A1I .
iii. A projeção é um homomorfismo de A0-módulos, logo pi0(A0) é um ideal de A0.
Temos que J ∩A0 e pi(A0) são ideais de A0. Se J ∩A0 = pi(A0) então J seria gra-
duado, uma contradição, poisA é uma K-superálgebra simples. Seja I = J ∩A0 e
I ′ = pi0(J ). Multiplicando I e I ′ porA1 à esquerda e à direita e usando o fato que J
é um ideal deA, obtemosA1IA1 ⊆ I eA1I ′A1 ⊆ I ′. Pelo item ii do lema 3.7, I e I ′
não podem ser próprios. Portanto, I = (0) e I ′ =A0.
Consequentemente, J ∩A1 = A0(J ∩A1) = A 21 (J ∩A1) ⊆ A1(J ∩A0) = A10 = 0,
e pi1(J ) contem A1pi0(J ) = A1. Assim, as pii são sobrejetivas, e têm núcleo zero,
portanto pii são bijeções.
■
Lema 3.8. Seja A uma K-superálgebra simples. Se A = A0+A1 é uma superálgebra
unitária, entãoA é simples comoK-álgebra ouA0 é simples eA1 =A0u, com u ∈ Z (A)∩
A1 e u
2 = 1.
Demonstração. Notemos queA0 é uma álgebra unitária. Suponha que A não é sim-
ples como K-álgebra. Então A tem um ideal próprio J , e podemos aplicar o lema
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3.7 item iii. Escreva u = pi1pi−10 (1). Sendo pii bijeções, temos que existe um único
w = x0 + x1 ∈ J tal que pi0(w) = 1, logo x0 = 1. Observamos que pi−10 (1) = w , logo
u =pi1pi−10 (1)=pi1(w)= x1, portanto, w = 1+u ∈ J . Sendo J ideal, segue que u(1+u)=
u+u2 ∈ J , logo u = pi1(w) = pi1(u+u2) = u, pela injetividade de pi1, w = u+u2 donde
u2 = 1. Mais uma vez, sendo J ideal, segue que zi (1+u), (1+u)zi ∈ J e pii (zi (1+u))=
zi =pii ((1+u)zi ), pela injetividade de pii segue que uzi = zi u para todo zi ∈Ai . Assim,
u ∈ Z ((A))∩A1. Observamos que A1 =A11 =A1u2 = (A1u)u ⊆A0u ⊆A1, portanto,
A1 =A0u.
Finalmente, se I é um ideal deA0, temos
A1IA1 =A0uIA0u =A0uIu =A0Iu2 =A0I = I ,
e pelo Lema 3.7 item ii, I não é próprio. Assim,A0 é simples. ■
O próximo lema será importante para demonstrar o Teorema Superálgebra de Di-
visão que será o resultado mais importante desse capítulo.
Lema 3.9. SeA =A0+A1 é uma superálgebra unitária simples central sobreK entãoA
é simples como uma álgebra ou A0 é simples e A1 =A0u, com u ∈ Z (A)∩A1 e u2 = 1.
Além disso,A ouA0 é simples e central como uma álgebra sobreK e seA tem dimensão
finita a afirmativa é exclusiva.
Demonstração. Veja [[5], Lemma 4, 5]. ■
Definição 3.10. Seja A uma K-álgebra. Um isomorfismo f :A →A é dito um auto-
morfismo deA .
Claramente a função identidade é um automorfismo deA .
Exemplo 3.11. Para qualquerK-álgebraA e c ∈A inversível, denotamos porψc a fun-
ção (x)ψc = cxc−1. Observamos que ψc é um automorfismo de A . É claro que ψc |A0 é
um automorfismo deA0.
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Dizemos que um automorfismo f de A é automorfismo interno, se f (x) = c xc−1
para algum c ∈A .
Uma involução ∗ é dita do primeiro tipo se a restrição ao centro é a identidade e
do segundo tipo caso contrário. Usaremos a mesma termologia para superinvoluções.
Adotamos a seguinte convenção para lidar simultaneamente com superinvolução do
primeiro e segundo tipo. Assumimos Z (A )∩A0 =K e k = {c ∈K|c∗ = c}. Assim, K= k
se ∗ é do primeiro tipo, K= k[θ], onde k[θ] é uma extensão quadrática de k com θ∗ =
−θ se a característica deK é diferente de 2 ou θ∗ = θ+1 se a característica deK é 2.





. SeK é de característica 2 então
denotamosP (K) o conjunto {α+α2|α ∈K}.
Antes de determinar as superálgebras associativas de divisão, anunciaremos alguns
resultados preliminares.
Lema 3.12. Seja D uma K-superálgebra associativa de divisão. Se D1 6= {0} então D1 =
D0u,∀0 6= u ∈D1.
Demonstração. Seja 0 6= u ∈D1. ComoD um superálgebra de divisão, logo existe u−1 ∈
D1 tal que u
−1u = 1. Logo, D1 = D11 = D1(u−1u) = (D1u−1)u ⊆ D0u ⊆ D1. Portanto,
D1 =Du. ■
Lema 3.13. Seja D uma superálgebra de divisão central sobre um corpo K. Se D é uma
K-álgebra simples eD1 =D0u, onde u2 ∈ Z (D)∩D0 com 0 6= u2 =λ ∈K. Então λ ∉K2.
Demonstração. Suponha que λ ∈ K2, podemos supor que λ2 = 1. Observamos que
(1+λ)2 = 2+2λ. Logo, 1+λ
2
é idempotente. Portanto, K
(1+λ)
2
é um ideal próprio de
D, logoD não é simples. ■
Lema 3.14. Sejam E uma álgebra de divisão sobre K, onde K é um corpo de caracte-
rística diferente de 2, e φ um automorfismo externo de E sobre K tal que φ2 =ψd , para
algum d ∈ E com (d)φ= d. SejaD = E +E v, como E -espaço vetorial à esquerda e defina
v2 := d e va := (a)φv, ∀a ∈ E . Então,
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1. D é umaK-superálgebra associativa.
2. D é umaK-álgebra de divisão se, e somente se, d = (c)φc não tem solução em E .
Demonstração.
1. SejamD0 = E eD1 = E v . Essa graduação é compatível com o produto emD, resta
checar que é associativa. É suficiente provar a associatividade para E v , notemos
que











= av(bvcv),∀a, b, c ∈ E ,
isso prova a associatividade deD.
2. Suponha que D é uma K-álgebra de divisão. Seja c ∈ E /{0}. Consideremos c =
b−1a, onde b−1 = 1 e a = c. Então a +bv 6= 0. Logo, existe m +nv ∈ D tal que
(a+bv)(m+nv)= 1. Desenvolvendo o lado esquerdo dessa igualdade, obtemos:









(a−b(a−1b)φd)m = 1. (3.1)
Por 3.1, obtemos
0 6= (1)φ= ((a)φ− (b)φd a−1b)(m)φ.
Logo, 0 6= ((a)φ− (b)φd a−1b)(m)φ. Consequentemente, 0 6= (a)φ− (b)φd a−1b.
Observamos que
0 6= (a)φ− (b)φd a−1b ⇔ 0 6= (b−1a)φb−1a−d .
Como c = b−1a ∈ D é qualquer, concluímos que 0 6= (c)φc −d , ∀c ∈ E /{0}. Para
c = 0, obtemos (c)φc = 0 6= d . Portanto, a equação (c)φc = d não tem solução em
E .
Reciprocamente, suponha que a equação (c)φc = d não tem solução em E .
Primeiro, observamos que (c)φc = d não tem solução em E se, e somente se,
(c)φc −d 6= 0, ∀c ∈ E . Não é difícil verificar que D0 e D1 não possuem divisores
de zeros. Sejam h = a + bv ∈ D, com a, b ∈ E /{0} e m +nv ∈ D tais que (a +








Afirmação 3.15. (a−b(a−1b)φd) 6= 0.
De fato, pois (b−1a)φb−1a − d 6= 0 se, e somente se, a − b(a−1b)φd 6= 0. Como
(c)φc 6= d , ∀c ∈ E . Portanto, a−b(a−1b)φd 6= 0 e a afirmação está provada. Te-
mos que (a−b(a−1b)φd)m = 0 como a−b(a−1b)φd ∈ E /{0} e E é umaK-álgebra
de divisão então m = 0. Logo, n =−a−1b(m)φa =−a−1b(0)φd = 0 e, portanto,D
não possui divisores de zeros.
Afirmação 3.16. Sejam a,b ∈ E /{0}, x = −a−1b(a)φ, y = −ab(a−1)φ, h = a2 −
b(a−1b)φd a e m = a2−ab(a−1b)φd. Então
(a) (a+bv)(a+xv)h−1 = 1.
(b) m−1(a+ y v)(a+bv)= 1.
Portanto, a+bv ∈D é inversível.
De fato, para provar o item (a) é suficiente observamos que
(a+bv)(a+xv)= a2+b(x)φd + (ax+b(a)φ)v
= a2+b(−a−1b(a)φ)φd + (a(−a−1b(a)φ)+b(a)φ)v
= a2−b(a−1b)φd ad−1d + (−aa−1b(a)φ)+b(a)φ)v
= a2−b(a−1b)φd a+ (−b(a)φ)+b(a)φ)v
= a2−b(a−1b)φd a+ (−b(a)φ)+b(a)φ)v = h+0v = h.
Para provamos o item (b) é suficiente observamos que
(a+ y v)(a+bv)= a2+ y(b)φd + (ab+ y(a)φ)v
= a2+ (−ab(a−1)φ)(b)φd + (ab+ (−ab(a−1)φ)(a)φ)v
= a2−ab(a−1b)φd + (ab−ab(a−1a)φ)v
= a2−ab(a−1b)φd + (ab−ab)v
= a2−ab(a−1b)φd +0v =m.
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Portanto, a+bv ∈D é inversível. Logo, a afirmação está provada.
Claramente, os inversos dos elementos da forma a + 0v, bv ∈ D/{0} são, respectiva-
mente, a−1, (b−1d−1)φv . ■
Teorema 3.17 (Teorema Superálgebra de Divisão). SeD =D0+D1 é uma superálgebra
de divisão central sobre o corpo K então vale exatamente uma das seguintes condições,
E denota uma álgebra de divisão central sobreK.
(i) D =D0 = E , isto é,D1 = {0},
(ii) D = E ⊗KK[u], 0 6= u2 =λ ∈K, D0 = E ⊗K1, D1 = E ⊗Ku,
(iii) D = E , D0 =CE (u), o centralizador de u em E ,D1 = {d ∈ E |du = uσd} para alguma
extensão de Galois quadráticaK[u]⊂ E com automorfismo de Galois σ,






















∈M2(K), λ ∉P (K), charK= 2,
eK[u] não esta contido em E ,
(v) D = E +E v, D0 = E , D1 = E v, 0 6= v2 = d ∈ E , va = (a)φv, ∀a ∈ E , onde φ é um um
automorfismo externo de E sobreK tal que φ2 =ψd e (d)φ= d.
Esse último caso pode ocorrer somente se E é de dimensão infinita sobre o centro
K.
Demonstração. Suponha queD =D0+D1 é uma superálgebra de divisão central sobre
o corpo K e que D1 6= {0}, isto é, não estamos no caso (i). Segue do lema (3.12) que
D1 =D0v, ∀0 6= v ∈D1. Para todo a ∈D0, temos que
va = va(v−1v)= (vav−1)v = (a)ψv v ⇒ (a)ψv = vav−1
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e, portanto,ψv |D0 é um automorfismo deD0 como uma álgebra sobre Z (D)∩D0. Uma
vez que todo elemento de D1 é da forma c0v , c0 ∈ D0, a restrição de ψv a Z (D0) não
depende da escolha em particular de 0 6= v ∈D1.
Suponha primeiro queψv |D0 é um automorfismo interno deD0, digamos queψv |D0 =
ψc para algum c ∈D0 determinado pela multiplicação por um elemento de Z (D0). Por-
tanto,
(a)ψv = (a)ψc ⇔ vav−1 = cac−1 ⇔ c−1vav−1c = a,
para todo a ∈D0. Seja u = c−1v ∈D1, temos uau−1 = a, para todo a ∈D0 e u centraliza
D0. Uma vez queD1 =D0u, u centralizaD1 também. Assim, u ∈ Z (D) e u2 ∈ Z (D)∩D0,
digamos que 0 6= u2 = λ ∈ K. Sejam E = D0 e D = E ⊗KK[u]. Note que D é simples
como uma álgebra se, e somente se, λ ∉K2. Se λ ∈K2, podemos supor que λ= 1, veja
o lema 3.13. Este é o único caso, onde a superálgebra de divisão não é simples como
uma álgebra.
Suponha a seguir que ψv |D0 não é um automorfismo interno de D0 sobre K. Se
ψv |Z (D0) não é a identidade então K é o subcorpo fixado de Z (D0). Podemos escolher
u ∈ Z (D0) tal que Z (D0)=K[u],
u2 =λ ∉K2, (u)ψv =−u, charK 6= 2
u2+u =λ ∉P (K), (u)ψv = 1+u, charK= 2.
Mas, então avu = avu(v−1v) = a(vuv−1)v = a(u)ψv v = (u)ψv av para todo a ∈ D0.
Portanto, D0 =CD(u), o centralizador de u em D e D1 = {c ∈D|cu = a(u)ψv v}. Se D é
uma álgebra de divisão, este é o caso (iii) com E =D.
SeD não é uma álgebra de divisão entãoD0 não é simples central sobreK= Z (D)∩
D0 então, pelo Lema 3.9, D é simples e central sobre K. Seja J 6= {0} um ideal à direita
deD. Se 0 6= a0+a1 ∈ J então pelo menos um ai 6= 0, e multiplicando por a−1i à direita,
(1+b1) ∈ J , para algum b1 ∈D1. Como (1+b1)D ⊆ J . Se J contém um elemento a′0+a′1 ∉
(1+b1)D então, argumentando como acima, obtemos um elemento 1+b′1 ∈ J , b′1 6= b1.
Neste caso, 0 6= b1−b′1 ∈ J e 1 ∈ J que deve ser o conjunto J =D. Portanto, uma cadeia
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descendente de ideais à direita não nulo emD tem comprimento no máximo 2, logoD
é artiniano e além disso, D é isomorfo à M2(E ), onde E é uma álgebra de divisão com
centro K. Se K[u] fosse imerso em E então D0 = CD(u) ⊇ M2(CE (u)) que não é uma
álgebra de divisão. Portanto, K[u] não está imerso em E , mas a extensão quadrática

























e estamos no caso (iv).
Finalmente, suponha queψv |D0 não é automorfismo interno, masψv |Z (D0) é a fun-
ção identidade. Portanto, Z (D)= Z (D0). Isso não pode acontecer seD0 é de dimensão
finita sobre seu centro, uma vez que todos os automorfismo de D0 sobre seu centro
são internos. Agora, ψ2v = ψv2 é interno desde que v2 ∈ D0 e (v2)ψ2v = v2. Então te-
mos o caso (v). Por outro lado, se E é uma álgebra de divisão e central sobre K e φ um
outo automorfismo de E sobre K tal que φ2 =ψd , para algum d ∈ E com dφ = d , seja
D = E +E v , como um E -espaço vetorial à esquerda e defina v2 := d e va := (a)φv , para
a ∈ E . Logo, pelo lema 3.14D é uma álgebra de divisão se, e somente se, d = (c)φc não
tem solução c ∈D0. ■
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3.1 Superálgebras de Divisão com Superinvolução
Seja A = A0 +A1 uma superálgebra, sobre um corpo K, com superinvolução ∗.
Sabemos que (A0,∗|A0 ) é uma álgebra com involução.
Lema 3.18. SejamA umaK-superálgebra, ondeK é um corpo, e ∗ uma superinvolução
deA =A0+A1. Então
(a0+b1)∗˜ := a∗0 −b∗1
define uma superinvolução emA .
Demonstração. Observamos primeiro que ∗˜ está bem definida, pois dados a0+ a1 =
b0 + b1 ∈ D então ai = bi , i = 0,1. Logo, (a0 + a1)∗˜ = a∗0 − a∗1 = b∗0 − b∗1 = (b0 + b1)∗˜.
Como ∗ é uma superinvolução emD, então temos
(a0+b1)∗∗ = a0+b1, e (ai b j )∗ = (−1)i j b∗j a∗i , ∀aiDi , ∀b j ∈D j .
Portanto, (a0+b1)∗˜∗˜ = (a∗0 −b∗1 )∗˜ = a∗∗0 − (−b∗∗1 )= a0+b1 e
(ai b j )
∗˜ =
{
(ai b j )
∗, se ai b j ∈D0,





j , se ai ,b j ∈D0,
b∗j a
∗
j , se ai ,b j ∈D1,
−b∗j a∗j , se ai ∈D0,b j ∈D1





j , se ai , b j ∈D0,
−b∗˜j a∗˜j , se ai , b j ∈D1,
b∗˜j a
∗˜
j , se ai ∈D0, b j ∈D1
b∗˜j a
∗˜
j , se ai ∈D1, b j ∈D0
.
Em todos os casos, temos (ai b j )
∗˜ = (−1)i j b∗˜j a∗˜i , ∀ai ∈Di , ∀b j ∈D j . Logo, o resultado
segue. ■
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SejaD =D0+D1 umaK-superálgebra de divisão com superinvolução ∗. SeD =D0
então (D,∗) é uma álgebra com involução.
Suponha a partir de agora que D1 6= {0}. Lidamos primeiro com o caso (ii) do Teo-
rema da Superálgebra de Divisão.
Proposição 3.19. Sejam − uma involução de D0 e um elemento 0 6= λ ∈ K, onde K é o
centro deD0, tal que λ¯=−λ, então
(a+bu)∗ := a¯+ b¯u
é uma superinvolução da superálgebraD =D0⊗K[u], u2 =λ.
Demonstração. Observamos que ∗ está bem definida, pois − é bem definida. A linea-
ridade, segue da linearidade de −. Sejam a+bu, c+du ∈D, então
(a+bu)(c+du))∗ = ((ac+bdλ)+(ad+bc)u))∗ = (ac+bdλ)−+(ad +bc)−u = c¯ a¯−d¯ b¯λ+(d¯ a¯+c¯ b¯)u.
Logo, se a = c = 0 então bu,du ∈D1 e (budu)∗ = (−)11(du)∗(bu)∗ e, o resultado segue.
■
Teorema 3.20. Seja D =D0⊗KK[u], 0 6= u2 = λ ∈K, D1 =D0, D1 =D⊗Ku. Se D tem
uma superinvolução então podemos escolher u tal que u∗ = u eλ∗ =−λ. Se a caracterís-
tica não é 2 isso implica que ∗|D0 é uma involução do segundo tipo. Inversamente, se − é
uma involução deD0 e λ 6= 0 um elemento deK, ondeK é o centro deD0, tal que λ¯=−λ,
então a superálgebra D = D0⊗K[u], u2 = λ, tem uma superinvolução ∗ estendendo −
dada por
(a+bu)∗ := a¯+ b¯u.
Demonstração. O centro de D, Z (D) =K[u] e como u ∈ Z (D)∩D1, u∗ ∈ Z (D)∩D1 =
K[u]. Se u+u∗ 6= 0, substituindo u por u+u∗ se necessário, podemos supor que u =
u∗. De outra forma, u∗ = −u. Aplicando a superinvolução ∗ a u2 = λ ∈ K, obtemos
λ∗ = (u2)∗ = u∗u∗ =−²u²u, ²=±1. Assim,
λ∗ =−λ
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e ∗|D0 deve ser do segundo tipo se charK 6= 2. Nesse caso, substituindo u por θu se
necessário, podemos supor que u∗ = u. Então em todo caso u, pode ser escolhido com
u∗ = u, u2 =λ ∈K, λ∗ =−λ.
Reciprocamente, dada uma involução − de D0 e um elemento 0 6= λ ∈K, onde K é
o centro deD0, tal que λ¯=−λ, verifica-se que
(a+bu)∗ := a¯+ b¯u
é uma superinvolução (veja 3.19) da superálgebra D =D0⊗K[u], u2 = λ, estendendo
−. ■
Lidaremos com os casos (iii), (iv) e (v) do Teorema de Superálgebra de Divisão jun-
tos.




Demonstração. Primeiro, observamos que φ é a restrição de φv a D0 e como v ∈ D1
segue que vav−1 ∈D0, ∀a ∈D0. Logo, φ está bem definida. Note que φ é um isomor-
fismo. Portanto, φ é um automorfismo. ■
Proposição 3.22. SejaD =D0+D1 uma superálgebra de divisão comD1 6= {0} e Z (D)∩
D1 = {0}. SeD tem uma superinvolução ∗ entãoD1 contem um 0 6= v = v∗. Além disso,
d∗ =−d , onde d = v2. (3.3)
(b∗)φ= ((b)φ−1)∗, ∀b ∈D0. (3.4)
Reciprocamente, se ∗ é uma involução deD0, satisfazendo (3.3) e (3.4), então
(a+bv)∗ := a∗+ (b∗)φv
estende ∗ a uma superinvolução deD.
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Demonstração. Uma vez que b + b∗ é simétrico, podemos supor que existe um ele-
mento simétrico v ∈ D1 não nulo ou a característica não é 2 e b∗1 = −b1 para todo
b1 ∈D1. Nesse caso,
−a0b1 = (a0b1)∗ = b∗1 a∗0 =−b1a∗0
a0b1c1 = b1a∗0 c1 = b1(−a∗0 c∗1 )= b1(−c∗1 a∗∗0 )= b1(−c∗1 a0)= b1c1a0.
Como D1D1 =D0, então D0 é comutativo. Isso contradiz a dimensão infinita no caso
i v . Ficamos, à esquerda, com uma D álgebra de quatérnios de divisão no caso iii e
álgebra de coquatérnios no caso iv. Em ambos os casos, uma vez que v2∗ = −v∗v∗ =
−v2 ∈K, logo∗|K é do segundo tipo e, argumentando como acima, podemos supor que
u∗ = u. Nesse caso, (uv)∗ = v∗u∗ =−vu = uv , contradizendo nossa suposição que D1
consiste de elementos anti-simétricos. Portanto, D1 contem um elemento simétrico
não nulo v .
Para a ∈D, (av)∗ = va∗ = (a∗)φv e av = (av)∗∗ = ((av)∗)∗ = (a∗)φv)∗ = (((a∗)φ)∗)φv =
(a∗)φ∗φv . Portanto,
(a∗)φ= (a)φ−1∗, ∀a ∈D0.
Reciprocamente, se ∗ é uma involução deD0, satisfazendo (3.3) e (3.4), então verifica-
se que
(a+bv)∗ := a∗+ (b∗)φv
estende a uma superinvolução emD. ■
3.2 Superálgebras Simples com Superinvolução
Lema 3.23. Seja A uma K-superálgebra, onde K é um corpo. Se A é um superanel
associativo com superinvolução ∗ tal que (A ,∗) é simples entãoA é simples (como um
superanel) ouA =B⊕B∗, comB um superanel simples.
Demonstração. Seja (A ,∗) um superanel associativo com superinvolução que é sim-
ples como um superanel com superinvolução. Se B é um superideal não nulo de A
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então B+B∗ e B∩B∗ são superideais ∗-estáveis de A . Portanto, B+B∗ =A . Se
B 6=A então B∩B∗ = {0} e A =B⊕B∗. Se I é um superideal próprio de B então
I + I∗ é um superideal próprio de A . Portanto, A é simples ou A =B⊕B∗ com B
simples. ■
No segundo caso,B∗ é isomorfo ao superanel super-oposto. Vamos considerar um
superanel A com a parte ímpar não nula e, para evitar índices duplos, escreveremos
no momento A = A+B , onde A =A0 é a parte par e B =A1 a parte ímpar, onde B é
um bimódulo de A.
Teorema 3.24. Sejam A = A+B um superanel associativo com B 6= {0} e ∗ uma supe-
rinvolução deA . Se (A ,∗) é simples então (A,∗|A) é simples ou
A = A1⊕ A2, B =B1⊕B2, (3.5)
onde (Ai ,∗|Ai ) são simples e Bi são A-bimódulos irredutíveis com
B∗1 =B2, e B∗2 =B1, (3.6)
tais que
A1B1 =B1 =B1 A2, A2B2 =B2 =B2 A2,
B1B2 = A1, B2B1 = A2,
(3.7)
A2B1 = {0}= A1B2 =B2 A2 =B1B1 =B2B2. (3.8)
Demonstração. Seja I um ideal ∗-estável não nulo de A. Então I +B I B + I B +B I é um
superideal ∗-estável deA . Logo,
I +B I B = A e I B +B I =B. (3.9)
Se I∩B I B 6= (0) então J = I∩B I B é um ideal ∗-estável de A e, por (3.9) trocando I por J
obtemos, J +B JB = A. Entretanto, B JB ⊆BB I BB ⊆ AI A ⊆ I . Portanto, A = J +B JB ⊂ I
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e I = A. Isto é (A,∗|A) é simples como um anel com involução ou para todo ideal ∗-
estável próprio I de A, I ∩B I B = {0}. Nesse caso, sejam
A1 = I , A2 =B I B , B1 = I B , B2 =B I . (3.10)
Se z ∈ I B ∩B I então, para todo b ∈ B , bz ∈ B I B ∩BB I ⊆ B I B ∩ I = {0}. Similarmente,
bz = 0 e
I B ∩B I ⊆ AnnB (B) := {z ∈B |B z = {0}= zB}.
Com AnnB (B) é um A-bimódulo é um superideal ∗-estável de A , logo deve ser {0}.
Portanto, I B ∩B I = {0} e vale (3.5). Se J é um ideal ∗-estável próprio de A1 então é um
ideal ∗-estável de A = A1⊕ A2. Além disso, B JB ⊆ B I B = A2 e J gera um superideal
próprio de A , o que é impossível. Portanto A1, e por simetria, A2 são ∗-simples. A
equação (3.6) segue de (3.10) e dos fatos que I é∗-estável e que∗ é de período 2. Seja C1
um A-sub-bimódulo de B1 não nulo. Então C
∗
1 é um A-sub-bimódulo de B2 e C1C
∗
1 +
C∗1 +C1 +C∗1 é um superideal ∗-estável de A . Portanto, C1 = B1 e B1 é irredutível.
Similarmente, B2 é irredutível.
Em seguida, A2B1 = (B I B)I B ⊆ AI B ⊆ I B ; Mas, B I B I B = B I (B I B) ⊆ B I A ⊆ B I e
A2B1 ⊆ B1∩B2 = {0}. Além disso, por (3.5) temos que B1B1 = I B I B = A1 A2 = {0}. As
equações (3.8) são provadas de forma semelhante.
Observemos que B1B2 ⊆ A1 e B2B1 ⊆ A2 é uma consequência de (3.10). Desde
que B1B2 é um ideal ∗-estável de A1, B1B1 = {0} ou A1. Se B1B1 = {0} então, por
(3.8), B1B = {0} e B +B2B1 é um superideal ∗-próprio de A , uma contradição. Logo,
B1B2 = A1 e, similarmente, B2B1 = A2. Por (3.10), A1B1 ⊆ B1 e deve ser igual a B1
pela irredutibilidade de B1. As outras equações de (3.7) são provadas de forma seme-
lhante. ■
Observação 2. SeA = A1⊕A2+B1⊕B2 com Ai ∗-simples, Bi irredutíveis A-bimódulos
satisfazendo (3.6), (3.7) e (3.8) então não existe um ideal ∗-estável próprio de A com
I ∩B I B 6= {0}.
Proposição 3.25. Se A = Mp,q (D), p, q > 0, é uma superálgebra com A0 = Mp (A )⊕
Mq (D) e (A,∗|A) é simples então p = q, Mp (D) tem uma involução ~ e (A ,∗) é isomorfo
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para a,b,c,d ∈ Mp (D) e µ ∈K tal que µµ˜ = 1. Se ~ é de primeiro tipo, então µ pode ser
escolhido igual a 1. Reciprocamente, se Mp (D) tem uma involução ~ então (3.11) define
uma superinvolução na superálgebra simples Mp,p (D).
Demonstração. Como A tem uma superinvolução então, pelo Teorema 2.67, D tam-
bém tem. Nesse caso, desde que D = D0, D tem uma involução − e Mp (D) tem uma
involução a˜ = a¯t , onde t é a involução transposta. Como (A,∗|A) é simples, Mq (D) é
anti-isomorfo a Mp (D) e p = q . O isomorfismo, (A,∗|A) é dado por (Mp (D)⊕Mp (D),∗)




ei i , f22 =
2p∑
i=p+1
ei i , f12 =
p∑
i=1





A =Mp (D) f11⊕Mp (D) f22,
D =Mp (D) f12⊕Mp (D) f21, f ∗11 = f22, f ∗22 = f11.
Consequentemente,
f ∗12 = ( f11 f12 f22)∗ = f ∗22 f ∗12 f ∗11 = f11 f ∗12 f22
e
f ∗12 = c f12, para algum c ∈Mp (D).
Para todo a ∈Mp (D),
(a f12)




∗ = ( f12(a f12))∗ = a˜ f11c f12 = a˜c f12.
Portanto, c ∈ Z (Mp (D)). Além disso, f12 = ( f12)∗∗ = cc˜ f12 implica que cc˜ = Ip . As-
sim, c = µ ∈ K com µµ˜ = 1. Similarmente, f ∗21 = d f21, d ∈ Z (Mp (D)). Porém, f22 =
f ∗11 = ( f12 f21)∗ = −d f21c f12 = −dc f22 que implica d = −c−1. Portanto, (a f ∗12) = −µa˜ f12
e (a f21)










para a, b, d , c ∈Mp (D), se ~ é de primeiro tipo então µ=±1 e, permutando os indicies
se necessário, podemos supor que f ∗12 =− f12 e f ∗221 = f21. O inverso é fácil de verificar.
■
Proposição 3.26. SeA =Mp,q (D), p, q > 0, é uma superálgebra com A = A1⊕ A2, A1 =
Mp (D), A2 = Mq (D) e (A,∗|A) não é simples então (A1,∗|A1 ) e (A2,∗|A2 ) são do mesmo
tipo. Se ∗ é do segundo tipo então ∗ induzida por uma superforma hermitiana par não
degenerada. SeA é de dimensão finita sobre um corpo de característica diferente de 2 e
∗ é do primeiro tipo então um (Ai ,∗|Ai ) é de tipo ortogonal e outro de tipo simplético. A
graduação em V pode ser escolhida de modo que ∗ seja induzida por uma superforma
hermitiana par não degenerada.
Demonstração. Se A tem uma superinvolução então, pelo Teorema 2.67, D tem uma
involução − e∗ é o adjunto da superforma não-degenerada antihermitiana ou hermiti-
ana. Portanto, as involuções ∗|A1 e ∗|A2 são do mesmo tipo. Se forem do segundo tipo,
podemos supor que ∗ é induzida por uma superforma hermitiana não-degenerada.
Mostramos a seguir que se elas são do mesmo tipo e a dimensão deA é finita então
∗|A1 e ∗|A2 não podem ser ambas do mesmo tipo (ortogonal ou simplética). Suponha
que são. Estendendo o corpo base, se necessário, podemos supor que A = Mm(C ),
com C = K ou M2(k), os coquatérnios, A1 = Mr (C ), A2 = Ms(C ), r + s = m e que as
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involuções ∗|Ai são dadas por −t , onde − é a involução padrão e C e t é a involução
transposta. Denotemos ei j as unidades matriciais de Mm(C ). Logo, e
∗
i j = e j i para
1≤ i , j ≤ r ou r +1≤ i , j ≤m. Fixemos i , j tais que 1≤ i ≤ r r +1≤ j ≤m. Então
e∗i j = (ei i ei j e j j )∗ = e j j e∗i j ei i e e∗i j = ce j i para algum c ∈C .
Para todo a ∈C
(aei j )
∗ = ((aei i )ei j e j j )∗ = ce j i a¯ei i = ca¯e j i e
(aei j )
∗ = (ei j (ae j j ))∗ = a¯ce j i .
Logo, c ∈ Z (C ). Similarmente, e∗j i = dei j para algum d ∈ Z (C ). Além disso, ei j =
(ei j )
∗∗ = c¯dei j e como − é a identidade em Z (C ), d = c−1. Finalmente, ei i = e∗i i =
(ei j e j i )
∗ =−dei j ce j i =−ei i , uma contradição.
A superálgebra A = Mp,q (D) é isomorfa a superálgebra dos endomorfismo do D-
superespaço à esquerda V = V0 +V1, onde {di mDV0, di mDV1} = {p, q}. Seja ∗ uma
superinvolução de A que estabiliza A1 = Mp (D) e A2 = Mq (D). A involução ∗|A1 (res-
pectivamente, ∗|A2 ) é induzida por uma forma hermitiana ou skewhermitiana h1 (res-
pectivamente, h2) em V0 (respectivamente, V1). Se ∗|A1 e ∗|A2 são do primeiro tipo,
uma das involuções é do tipo ortogonal e a outra do tipo simplética. Portanto, po-
demos supor que h1 é hermitiana e h2 é skewhermitiana. A superforma hermitiana
h = h1 ⊥ h1 induz uma superinvolução? de End(V ) cuja a restrição a Ai coincide com
∗|Ai . A composição de ? com ∗, ?∗, é um automorfismo deA . É interno e a restrição
a A1 e A2 é a identidade. verifica-se que isso força ?∗ a ser uma conjugação ψc pela
soma c = γ1+γ2 de elementos centrais não nulos γi de Ai . Alterando a superforma
para γ1h1+h2γ2 irá produzir a superinvolução desejada. Portanto, ∗ é induzida por
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